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Para leer este libro no se requie- 
ren conocimientos especiales, sino 
sólo aquellos que están contenidos 
en el programa escolar del noveno 
grado. No obstante, este libro está 
escrito para estudiarlo sistemáti- 
camente y no para leerlo somera- 
mente; por esto, su lectura puede 
resultar algo difícil. Para facili- 
tarle su trayectoria por el libro 
introduciremos en los márgenes 
“las señales del tránsito”. Cuando 
lea, ponga atención en ellas. 

La señal “Estacionamiento per- 
mitido” destaca aquellas partes 
que contienen conocimientos bá- 
sicos, para la comprensión de los 
materiales ulteriores, tales como: 
definiciones, fórmulas, etc. Frente 
a este signo debe detenerse, leer 
esta parte varias veces e impres- 
cindiblemente memorizarla. 

La señal “Pendiente empinada” se 
encuentra en aquellos lugares que 
contienen el material más difícil. Si 
esta parte está escrita con caracteres 
pequeños, se puede leerla después. 

Cuando vea la señal “Curva peli- 
grosa”, ponga especial atención. Fre- 
cuentemente esta señal se encuentra 
en aquellas partes que a primera 
vista parecen ser fáciles y simples. 
Sin embargo, si no se analizan con 
la debida atención, más adelante 
pueden producirse serios errores. 

La solución de problemas tiene 
un valor significativo. !Resuél- 
valos, obligatoriamente! Le desea- 
mos éxito en los estudios. 

Los autores 
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Prólogo 


Cuando Ud. lea en el periódico 
un comunicado referente al lanza- 
miento de un nuevo sputnik, ponga 
atención a las siguientes palabras: 
“El sputnik se puso en una órbita 
muy próxima a la calculada.” ¿Ha 
pensado Ud. cómo es posible hacer 
este cálculo, o sea, determinar 
numéricamente la órbita del sput- 
nik que es una línea? Pues, para 
esto es necesario ser capaz de tra- 
ducir los conceptos geométricos al 
lenguaje numérico y sobre todo 
saber determinar numéricamente la 
situación de un punto en el espacio 
(en el plano, en la superficie de 
la Tierra, etc.). 

El método de coordenadas es 
un procedimiento para determi- 
nar la posición de un punto o de 
un Cuerpo mediante números u 
otros símbolos.’ 

Los números, mediante los cua- 
les se determina la posición de 
un punto se llaman coordenadas 
del mismo. 

Las coordenadas geográficas, que 
Uds. conocen muy bien, determinan 
la situación de un punto en una 
superficie (en la superficie de la 
Tierra); cada punto de la superfi- 
cie terrestre tiene dos coordenadas: 
la longitud y la latitud. 

Para determinar la situación de 
un punto en el espacio se necesitan 
tres números en vez de dos. Por 
ejemplo, para determinar la posi- 
ción de un sputnik se puede indi- 
car, además de la longitud y la 
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Introducción 
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latitud del puso sobre el cual su 
encuentra, la altura de éste sobre 
la superficie terrestre. 

Si se conoce la trayectoria del 
sputnik, es decir, la línea por la 
cual se mueve, para determinar 
su posición en esta línea es suficien- 
te dar un número; por ejemplo, 
se puede indicar la distancia re- 
corrida por el sputnik desde algún 
punto de la trayectoria. " 

El método de coordenadas se 
aplica exactamente igual para de- 
terminar la posición de un punto 
en la vía férrea: se indica el nú- 
mero del poste de kilometraje. 
Este número es la coordenada del 
punto en la vía férrea. Por ejemplo, 
en la designación “Plataforma-ki- 
lómetro 42”, el número 42 es la 
coordenada de la estación. 

En el juego del ajedrez se em- 
plean unas coordenadas peculia- 
res, la posición de las piezas en el 
tablero se determina mediante le- 
tras y números. Las filas verticales 
de los esraques se designan por 
letras del alfabeto latino y las 
horizontales, por cifras. A cada 
escaque del tablero le corresponde 
una letra que indica la fila verti- 
cal en la cual se encuentra el 
escaque y una cifra que indica la 
fila horizontal. En nuestro dibujo 
el peón blanco se encuentra en el 


1 A veces se dice que la línea tiene 
una dimensión, la superficie dos y el 

cio tres dimensiones. Con otras pa- 
labras, el número de dimensiones de 
una línea, de una superficie o del espacio 
es el número de coordenadas que deter- 
minan, en cada caso, la posición do un 
punto. 
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escaque a2, y el negro, en el c4. 
De este modo, se puede considerar 
que a2 son las coordenadas del peón 
blanco y c4, las del negro. 

La aplicación de coordenadas 
permite jugar al ajedrez por co- 
rrespondencia. Para comunicar la 
jugada no es necesario dibujar 
el tablero y la disposición de las 
figuras, sino es suficiente decir, 
por ejemplo: “el gran maestro jugó 
e2 — ef” y ya todos sabrán cómo 
empezó la partida. 

Las coordenadas que se emplean 
en las matemáticas permiten de- 
terminar numéricamente la posi- 
ción de un punto cualquiera del 
espacio, del plano o de la línea. 
Esto da la posibilidad de “cifrar” 
diversos tipos de figuras, o sea, 
representarlas numéricamente. En 
el ejercicio 1 del párrafo 4 Ud. 
encontrará un ejemplo de cifrado 
semejante. 

El método de coordenadas tiene 
una importancia especial, por cuan- 
to permite el empleo de las má- 
quinas calculadoras modernas no 
sólo en los cómputos de diferentes 
tipos, sino también para la resolu- 
ción de problemas geométricos y 
para la investigación de relaciones 
y de elementos geométricos de 
cualquier naturaleza. 


y 
Capítulo j $ 1. 'Las coordenadas del punto en 


la recta 


Comenzaremos el estudio de las 
coordenadas que se emplean en las 
matemáticas, analizando el caso 
más, simple: la determinación de 
la posición de un punto en una 
recta. 


1. El eje numérico 


Para determinar la posición de 
un punto en una recta se procede 
del modo siguiente: se elige en la 
recta un punto u origen de referen- 
cia (un punto cualquiera O), una 
unidad de medida (el segmento e) 
y una dirección, la cual se considera 
positiva (en la fig. 1 está indicada 
con una flecha). 

El eje numérico es la recta en la 
que están indicados el origen de 
referencia, la unidad de medida y 
la dirección positiva. Para deter- 
minar la posición de un punto en 
el eje numérico es suficiente de- 
signar un número, por ejemplo 
+5. Esto significa que el punto 
se encuentra a una distancia de 
5 unidades de medida del origen 
de referencia en la dirección po- 
sitiva. 

La coordenada de un punto en 
el eje numérico, es el número que 
determina la posición del punto 
en este eje. 

La coordenada del punto en e! 
eje numérico es igual a la distancia 
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enire el punto y el origen de refe- 
rencia, la cual se expresa en la 
unidad de medida elegida y se 
considera con signo más, si el 
punto se encuentra en la dirección 
positiva del origen, y con signo 
menos en el caso contrario, Fre- 
cuentemente, el origen de refe- 
rencia se llama origen de coorde- 
nadas. La coordenada del origen 
(el punto O) es igual a cero. 

Se emplean notaciones del si- 
guiente tipo: M(—7), N(a), etc. 
La ptimera de ellas designa el 
punto M con coordenada menos 
siete y la segunda, el punto N 
con coordenada a. Generalmente, 
en forma abreviada se dice: “el 
punto menossiete”, “el punto a”, ete. 


De esta forma hemos establecido 
una correspondencia entre los números 
y los puntos de la línea recta. De donde 
resulta, que a cada punto de lu recta 
corresponde un número determinado: 
su coordenada, y a cada número (en esta 
misma correspondencia), un punto de- 
terminado de la recta; a dos puntos 
diferentes corresponden dos números dis- 
tintos. En matemática, este tipo de 
correspondencia se llama correspondencia 
bitunivoca. A primera vista, parece que 
es muy simple establecer una correspon- 
dencia biunivoca entre los puntos de 
la recta y los números. Sin embargo, 
cuando los matemáticos pensaron en 
esto, resultó que PE explicar el sentido 
exacto de las palabras que forman esta 
frase, era necesario crear una gran teoría 
complicada. Así pues, inmediatamente 
surgen dos simples preguntas difíciles 
de contestar: ¿Qué es número? y ¿Qué se 
debe entender por punto? 

Estos problemas se roficren a los 
llamados fundamentos de la geometría 
y a la axiomática de los números. Más 
adelante, en otras nuestras publicacio- 
nes, estudiaremos estos problemas más 
detalladamente. 
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A pesar de que la cuestión sobre 
la determinación de la situación 
de un punto en la recta es excesi- 
vamente simple, es necesario ana- 
lizarla atentamente para habituarse 
a ver en las relaciones numéricas, 
las geométricas y viceversa. 

Hágase un control. 

Si Ud. comprendió correctamente 
el párrafo 1, sin ninguna dificul- 
tad resolverá los ejercicios que le 
proponemos., Si no puede resolver 
estos ejercicios significará que Ud. 
omitió algo o no lo comprendió. 
Entonces, vuelva atrás y lea nue- 
vamente este apartado. 


Ejercicios. 


1. a) Marque en el eje numérico 
los puntos A(—2), B (13/3), K(0) 

b) Marque en el eje numérico 
el punto M(2). Encuentre en el 
eje numérico dos puntos A y B 
que estén a la distancia de tres 
unidades del punto M. ¿Cuáles 
son Jas coordenadas de los puntos 
A y B? 

2. a) Se sabe que el punto A(a) 
se encuentra a la derecha del 
punto B(b). ¿Cuál número es mayor 
aob? 

b) Sin dibujar los puntos en el 
eje numérico, diga ¿cuál de los 
dos puntos está más a la derecha: 
A(—3) ó B(4), A(3) ó B(4), 
A(-3) ó B(4), A(3) ó B(—4)? 

3. ¿Cuál de los dos puntos está 
más a la derecha; A(a) ó B(—a)? 


D Aquí y más adelante se supone 
que la situación del eje es horizontal y 
la dirección positiva es la que va de la 
izquierda hacia la derecha. 


14 


Respuesta. No se sabe, ya que de- 
pende del valor que adquiera a. Si a 
es un número positivo, Æ se encuentra 
a lu derecha de B; si a es un número 
negativo, entonces B está a la derecha 
de A pero, si a=0, los puntos A y B 
coinciden. 


4. Piense cuál de los dos puntos 
está a la derecha: a) M(2) ó N(Qx); 
b) A(c) ó Ble+-2); c) A(z) ó Bla?) 
d) A(z) ó Blz—a). 


Respuesta al ejercicio dd. Si a es 
mayor que cero, a la derecha estará A; 
si a es menor que cero, entonces a la 
derecha estará B. Si a=0, A y B coin- 
ciden. 


5. Marque en el eje numérico 
los puntos A(—5) y B(1). En- 
cuentre la coordenada del punto 
medio del segmento AB. 

6. Señale en el eje numérico, con 
nn lápiz rojo, los puntos cuyas 
coordenadas son: a) números en- 
teros; h) números positivos. 

7. Señale en el eje numérico 
todos los puntos z, para los cuales 
se cumple: a) 2<2; b) 220 
6) 2<x<5; d) —31,<T<0;eja—3< 
<5; f) 29<1. 


2. El valor absoluto del número 


El valor absoluto de un número 
a (o módulo del número a) es la 
distancia desde el punto A (a) hasta 
el origen de coordenadas. 

El módulo del número a se de- 
signa colocando el número a entre 
unas líneas verticales: |a], es el 
módnio de a. 

Ejemplo, |-3/=3, Mal="/z. 

Como los puntos a y —a están 
situados a igual distancia del ori- 
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gen de coordenadas, los números 
a y —a tienen igual valor absoluto: 
Jal=|—al. 

De aquí se deduce que 


si a>0, entonces, ja|=a, 
si a<0, entonces, [a|=—a, 
si a=0, entonces, |a|=0. 


Ejercicios. 


1. ¿Dónde están situados en el 
eje numérico los puntos z, para 
los cuales se cumple: a) 2=2; 
b) lz[>3; c) jal<5; d) 3< [21<5? 


Resolución del ejercicio 1b. Si z es 
un número positivo, entonces |z]=z, 
y por consiguiente. 2>3; si z es un nú- 
mero negativo, entonces |z/=—z, en 
este caso, de la desigualdad —z>3 se 
deduce que 2<-—3, 

Respuesta al ejercicio 1b. Los puntos 
están situados a la izquierda del punto 
—3 y a la derecha del punto 3. Esta 
respuesta se puede obtener más rápida- 
mente, si se tiene en cuenta que |z} es 
la distancia del punto z al origen de 
coordenadas. Entonces, es evidente que 
los puntos buscados están situados a 
una distancia mayor que 3 del origen de 
coordenadas. 


2. ¿Cómo escribir sin signo de 
módulo las siguientes expresiones: 
a) la?|; b) ja—b], si a>b; 
c) la — b|, si a<b; d) |—a], si a 
es un número negativo? 

3. ¿Cuáles son los valores que 


puede tomar la expresión Bl 


4. Se sabe que |z — 3]=x—3. 
¿Qué valores puede tomar zr? 

5. Señale en el eje numérico 
donde están situados los puntos, 
para los cuales se cumple: Ja — 2]= 
=2 2. 
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©. Resuelva las ecuaciones: 
a) |z — 21=3; b) [+1 [4 [242/= 
=2 c) [24114 |242]=1. 


Resolución del ejercicio 6b. Como |aj=a 
para a=0 y lejl=—a para a<0, las 
expresiones |z+1} y jx-+2] «se abren» 
de diferente forma, según sea el signo 
que tengan las expresiones comprendidas 
ajo el signo módulo. Por esto, divida- 
mos todo el cunjunto de valores de z 
en tres partes (fig. 2). 


z>=—Í, 
=2<1<—1, 
r<É—2, 


y estudiemos cada una de ellas separada- 
mente.» 
1) z=—1. Para estos valores de z 
tenemos: 
241>0 y 24+2>0. 


Por consiguiente, [1+1]=2+1 y |2+-2/= 
=2:2. La ecuación b) tiene la forma 
2x+3:=2. La raíz de esta ecuación —?/; 
satisface a nuestra condición z==—1. 
2) Para —2<z<—1 la ecuación 
toma la forma 1=2 (¡Compruébelo!). 
Esto significa que ningún valor con- 
tenido entro —2 y —f satisface a la 
ecuación b). 
3) El caso a —2 véalo Ud. mismo. 
Respuesta al ejercicio 6b. La ecuación 
¡21 pPlo+21=2 tiene dos raíces: —1/, 
ETT EE 
tiene infinitas soluciones: el conjunto 
de todas las soluciones está comprendido 
en ol segmento —2<1G—1; es decir, 
todo número mayor o igual a —2 y menor 
o igual a —1 satisface a la ecuación. 


3. Distancia entre dos puntos 


Comenzaremos con unos ejerci- 
cios. Hállese la distancia entre los 


1 Los límites de cada una de estas 
partes son aquellos puntos, en los que 
se anula una de las expresiones conte- 
nida bajo el signo módulo. 
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SA, b) =xXz-X4 
os 
o 
P(A)= %,-%4 
A B 


DS 
PA) = xx, 


Fig. 3 


puntos 
a) AD) y Bi 
b) A (-33) y B(-9). 


Es fácil resolver estos proble- 
mas, ya que conociendo las coor- 
denadas de los puntos se puede 
analizar qué punto está más a 
la derecha y cuál más a la izquierda, 
cómo están situados con respecto 
al orígen de coordenadas, etc. Des- 
pués de esto, es muy fácil darse 
cuenta cómo se calcula la distancia 
buscada. 

Ahora le proponemos a Ud. 
deducir una fórmula general para 
calcular la distancia entre dos 
puntos del eje númerico, es decir, 
resolver este problema: 

Problema. Dados dos puntos A(%,) 
y B(z,), determinar la distancia 
p (A, B) entre ellos.” 

Solución. Como los valores par- 
ticulares de las coordenadas de los 
puntos son desconocidos, es nece- 
sario analizar lodos los casos po- 
sibles de la posición relativa de los 
puntos A, B y el origen de coor- 
denadas O 

Tales casos son seis. Primera- 
mente veamos tres casos en los 
que el punto B está a la derecha de 
A (fig. 3). 

En el primero de ellos (fig. 3, a) 
la distancia p(4, B) es igual a la 
diferencia entre las distancias de 
los puntos A y B respectivamente 
al origen de coordenadas. Como 


1) Generalmente, para la designación 
de distancia se emplea la letra griega p 
(eros). La expresión p(A, B) representa 
la distancia entre los puntos A y B. 
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en este caso £, y T, son positivos, 
se tiene; 


p (4, B)=2,—2,. 


En el segundo caso (fig. 3, b), 
la distancia es igual a la suma de 
las distancias respectivas de los 
puntos B y A al origen de coorde- 
nadas, es decir: 


p (4, B)=x,—2,, 


puesto que en este caso T, es po- 
sitivo y z, es negativo. 

Demuestre que en el tercer caso 
(fig. 3, c) la distancia se calcula 
por la misma fórmula. 

Los otros tres casos (fig. 4) se 
diferencian de los analizados so- 
lamente en que los puntos A y B 
han cambiado sus funciones. Se 
puede comprobar que en cada uno 
de estos casos la distancia entre 
los puntos A y B es igual a 


p (A, B)=2,—%,. 


De este modo en todos los casos 
cuando zy>2,, la distancia p(A, 
B) es igual a x,—z, y, en todos 
los casos, para 2,>zz, esta di 
tancia es igual a 2,—2¿. Recor- 
dando la definición de módulo, 
esto se puede escribir mediante 
una fórmula única, válida para los 
seis casos: 


p (A, B)=17,—2, |. 


Si se desea, se puede anotar esta 
fórmula en Ja forma 


o (4, B)=]7, —20|. 


Si se es demasiado meticuloso es 
necesario analizar otro caso, cuan- 
do x,=x,, es decir, cuando los 
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(4,8) =x,-x,) 


P] 


puntos A y B coinciden. Es evi- 
dente que aún en este caso 


p(4, B)=[2,—2,. 


De esta forma el problema está 
completamente resuelto. 


Ejercicios. 


1. Señale en el eje numérico 
los puntos z, para los “cuáles se 
cumple a) p(z, 7)<3; b) [1-2 |>1; 
c) |24+3]=3. 

2. En el eje numérico se dan dos 
puntos A(x,) y B(x,). Encontrar 
la coordenada del punto medio 
del segmento AB. 


Observación. Al resolver este pro- 
blema Ud. debe estudiar todos los casos 
posibles de ubicación de los puntos A 
y B en el cje numérico o bién, escribir 
una solución tal que sea inmediatamente 
válida para todos los casos. 


3. Hallar la coordenada de un 
punto que está situado en el numé- 
rico de tal modo que su distancia 
al punto A(—9) es tres veces 
menor que su distancia al punto 
B(-3). 

4, Resuelva ahora las ecuaciones 
del ejercicio 6 del apartado 2 
empleando el concepto de dis- 
tancia entre dos puntos. 

5. Resuelva las siguientes ecua- 
ciones: 


a) ]2+31+|2—4]=5; 
b) |z +3|+]z—1|=4; 
c) |z +3|+]z—1]=3; 
d) |z+3|—}z—1|=5; 
e) [14+3/—[2—1|=4; 
f) l2+3|—]2=1|=3. 
2 


$ 2. Las coordenadas del punto en 
el plano 


4. El plano de coordenadas 


Para determinar las coordenadas 
de un punto en el plano trazaremos 
en este último dos ejes numéricos 
perpendiculares entre sí. Uno de 
los ejes se llama eje de las abscisas 
o eje z (o bien Ox) y el otro, eje 
de lasordenadas o eje y (o bien Oy). 

La dirección de los ejes se elige 
frecuentemente de tal modo que 
el semieje positivo Ox coincida 
con el semieje positivo Oy, al ha- 
cerlo girar un ángulo de 90° en 
sentido contrario a las agujas del 
reloj (fig. 5). El punto de inter- 
sección de los ejes se considera como 
el origen de cada uno de los ejes 
numéricos Oz y Oy. Este punto se 
llama origen de coordenadas y se 
designa con la letra O. General- 
mente, las unidades de medida en 
los ejes se toman iguales. 

Tomemos en el plano un punto 
cualquiera M y bajemos desde él 
perpendiculares a los ejes Ox y Oy 
(fig. 6). Los puntos de intersec- 
ción M, y M, de estas perpendi- 
culares con los ejes se llaman proyec- 
ciones del punto M sobre los 
ejes de coordenadas. 

El punto M, está en el cje numé- 
rico Ox, por lo cual, le corresponde 
un número determinado z: su coor- 
denada en este eje. Del mismo 
modo, al punto M, le corresponde 
un número determinado y: su coor- 
denada cn el eje Oy. 

Así que a cada punto M situado 
en el plano le corresponden dos 
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Fig. 5 


números z e y, llamados coorde- 
nadas rectangulares cartesianas del 
punto M. El número x se llama 
abscisa del punto M y el número y, 
su ordenada. 

Recíprocamente, a cada par de 
números z e y puede corresponder 
un punto del plano, para el cual z 
es la abscisa e y, la ordenada. 


Ahora hemos establecido una corres- 
pondencia biunívoca Y entre los pun- 
tos del plano y los pares de números z 
e y, que siguen un orden determinado 
(primero z, después y). 


De este modo, las coordenadas 
rectangulares cartesianas de un pun- 
to en el plano son las coordenadas 
de las proyecciones de este punto 
en los ejes de coordenadas. 

Generalmente, las coordenadas 
del punto M se escriben así: M(x, y). 
En primer lugar se anota la abscisa 
y en segundo lugar la ordenada. 
A veces, en lugar de decir “el 
punto con las coordenadas (3, —8)”, 
se dice, “el punto (3, —8)”. 

Los ejes de coordenadas dividen 
el plano en cuatro cuadrantes. 
Se considera primero el cuadrante 
comprendido entre el semieje po- 
sitivo Oz y el semieje positivo Oy. 
Los cuadrantes restantes se numeran 
siguiendo el orden contrario a las 
agujas del reloj (fig. 7). 

Resuelva ahora algunos ejerci- 
cios. 


» Correspondencia biunívoca entre 
los puntos del plano y un par de nú- 
meros, es aquella correspondencia según 
la cual a cada punto se le asocia un par 
do números determinados y a cada par 
de números se le asocia un punto deter- 
minadó (comp. con la pág. 11). 
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Ejercicios 


Primero, le proponemos resolver 
algunos problemas sencillos. 

4. Descifrar la palabra que está 
escrita. 


(6, 2, (9, 2), (12,1), (12, 0), 
(11, —2), (9, —2), (4, —2), (2, —1), 
(1, 1), 1, 1), (2,0), 2, -2), 
(2,1) (5,2 (12,2, (9 1), 
(10, —2), (10,0), (4, 1, (2; 2, 
(2, 2), (-2, 1), (—2,—1), (0, 0), 
(2,0), (2, —2), (4,0), (4, —1), 
(12, —1), (12, —2), (11,0), (7, 2), 
(9, 0), (4,2). 


2. Diga, sin dibujar, en qué 
cuadrante está situado el punto 
A(1, —3). 

3. ¿En qué cuadrantes puede 
estar situado el punto, si su abs- 
cisa es positiva? 

4. ¿Qué signos tienen las coor- 
denadas de los puntos situados 
en el segundo cuadrante? ¿En el 
tercer cuadrante? ¿En el cuarto 
cuadrante? 

5. En el eje Oz se ha tomado un 
punto con la coordenada —5. ¿Cuá- 
les son sus coordenadas en el plano? 


Respuesta. La abscisa del punto es 
igual a —5 y la ordenada es igual a cero. 


Y ahora algunos problemas más 
complicados: 

6. Dibuje los puntos A(4, 1), 
B(3, 5), C(—4, 4) y D(0, 0). Si 
Ud. los dibujó correctamente, ob- 
tuvo los vértices de un cuadrado. 
¿Cuál es la longitud del lado de 
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este cuadrado? ¿Cuál es su área"? 
Encontrar las coordenadas de los 
puntos medios de los lados del 
cuadrado. ¿Podría Ud. demostrar 
que ABCD es un cuadrado? Halle 
otros cuatros puntos (indique sus 
coordenadas) que sean los vértices 
de un cuadrado. 

7. Dibuje un hexágono regular 
ABCDEF (fig. 8). Tome el purto A 
como origen de coordenada:, el 
eje de las abscisas en la direvción 
de A hacia B y por unidad de me- 
dida el segmento AB. Halle las 
coordenadas de todos los vértices 
de este hexágono. ¿Cuántas solu- 
ciones tiene este problema? 

8. En pl plano se dan los puntos 
A(O, 0), B(z y) y Dita Ya) 
(Fig. 9). ¿Cuáles deben ser las 
coordenadas del punto € para que 
el cuadrilátero ABCD sea un pa- 
ralelogramo? 


5. Relaciones que ligan a las coor- 
denadas 


La posición de un punto en el 
plano queda totalmente determi- 
nada cuando se conocen sus dos 
coordenadas. ¿Y qué se puede 
decir de la posición del punto si 
solamente se conoce una de sus 
coordenadas? Por ejemplo: ¿Dónde 
se encuentran todos los puntos 
cuya abscisa es igual a 3? ¿Dónde 
están situados todos los puntos 
de coordenada, igual a 3 (no se 
sabe cual de las dos)? 

v Por unidad de medición del área 
eligiremos la del cuadrado cuyo ludo 
s igual a la unidad de medida de los 
ejes. 
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Al dar sólo una de las dos coor- 
denadas en un plano (o en una 
superficie) se determina por lo 
general, una línea. Este hecho, por 
cierto, sirvió de base del argumento 
de la novela de Julio Verne “Los 
hijos del capitán Grant”. Los hé- 
roes del libro sólo conocían una 
de las coordenadas del lugar del 
naufragio (la latitud), por esto, 
para explorar todos los puntos 
posibles, ellos tuvieron que dar 
la vuelta al mundo por todo un 
paralelo; o sea, por una línea 
cuyos puntos tienen una latitud 
igual a 371". 

Frecuentemente, las relaciones 
entre las coordenadas determinan 
no sólo un punto, sino un conjunto 
de puntos. Por ejemplo, si se mar- 
can todos los puntos que tienen 
la abscisa igual a la ordenada, es 
decir, los puntos cuyas coordenadas 
satisfacen a la ecuación 


t=y, 


se obtiene una línea recta que, 
como fácilmente se demuestra, es 
la bisectriz de los ángulos del 
primer y del tercer caudrante 
(fig. 40). 

En algunos casos, en vez de decir 
“un conjunto de puntos”, se dice 
“el lugar geométrico de los puntos”. 
Por ejemplo, el lugar geométrico 
de los puntos cuyas coordenadas 
satisfacen la relación 


r=y, 


como ya dijimos, es la bisectriz 
de los ángulos del primer y tercer 
cuadrante. 


25 


Fig. 10 


Fig. 42 


No se debe creer que cada rela- 
ción entre las coordenadas deter- 
mina forzosamente una línea en 
el plano. Por ejemplo Ud. puede 
fácilmente convencerse que la 
relación x?+y*=0 determina un 
solo punto, el origen de coordenadas 
(fig. 41). Las coordenadas de nin- 
gún punto del plano satisfacen a 
la relación 2?*+y2=--4, la cual 
determina un conjunto “vacío” de 
puntos (fig. 12). 

La relación 

2—y=0 


determina un par de rectas en el 
plano, perpendiculares entre sí 
(fig. 13). La relación 2?—y*>0 
determina toda una región (fig. 14). 
Demuestre estas afirmaciones. 


Ejercicios. 

1. Explique qué conjuntos de 
puntos se determinan por las re- 
laciones: 


ajz=lyk y=1%l |7/=1y) 


z E 
DET 
c) lz]+2=|y|+y; 
d) z=[y]”; y=[2); [z= [y]; 
e) z—|z}) = y — [y]; 
f) z—|z] > y— iy]. 
La respuesta al ejercicio 1f, está dada 


en la página 95 fig. 55 


D El símbolo {z] ropresenta la parte 
entera del número z, es decir, el mayor 
número entero que no excede a z. Por 
ejemplo, 


2. Un camino rectilíneo separa 
un prado de un campo labrado. Un 
peatón recorre el camino a una 
velocidad de 5 km/h, el prado 
a una velocidad de 4 km/h y el 
campo labrado a una velocidad de 
3 km/h. En el momento inicial 
el peatón está parado en el camino. 
Dibuje la región formada por los 
puntos recorridos por el peatón 
después de una hora de recorrido. 


Respuesta. Véase la pág. 95, fig. 56. 


3. Los ejes de coordenadas divi- 
den el plano en cuatro cuadrantes, 
Por los cuadrantes I y IHI (incluyen- 
do los ejes de coordenadas) 
el movimiento es posible a una 
velocidad a; y por los cuadrantes 
II y IV, (excluyendo los ejes de 
coordenadas) a una velocidad b. 
Dibuje el conjunto de puntos que 
pueden ser logrados en un tiempo 
dado desde el origen de coorde- 
nadas, si: 

a) la velocidad a es dos veces 
mayor que b; 

b) las velocidades están rela- 
cionadas por la expresión 


a=b.Y2. 


6. Distancia entre dos puntos 


Ud. sabe ahora hablar sobre los 
puntos con el lenguaje de los 
números. Por ejemplo, ahora no 
necesitamos explicar: tome un pun- 
to que se encuentra a tres unidades 
a la derccha del eje y y a cinco uni- 
dades más abajo del eje z. Sen- 
cillamente basta decir: tome el 
punto (3, —5). 


z 


Antes ya expresamos que esto 
constituía una ventaja conside- 
rable. Así, pues, se puede enviar 
por telégrafo un dibujo formado 
por puntos, darlo a la máquina 
computadora, la cual no sabe nada 
de dibujos, pero comprende muy 
bien los números. 

En el párrafo 5 dimos algunos 
conjuntos de puntos en el plano 
mediante relaciones entre los nú- 
meros. Ahora probaremos traducir 
sucesivamente al lenguaje de los 
números otros conceptos geomé- 
tricos y otros hechos. 

Comenzaremos con un sencillo y 
habitual problema: encontrar la 
distancia entre dos puntos del 
plano. 

Como siempre, consideraremos 
que los puntos están dados por sus 
coordenadas, el problema consiste 
ahora en encontrar un procedimien- 
to para calcular la distancia entre 
dos puntos, conociendo sus coor- 
denadas. Por supuesto, para hallar 
este procedimiento se permite re- 
currir al dibujo, pero en el proce- 
dimiento mismo no se puede hacer 
ninguna referencia al dibujo, sino 
sólo indicar las operaciones que 
se deben realizar con los números 
dados (las coordenadas de los pun- 
tos), y el orden en que éstas se 
deben efectuar para obtener el 
número buscado, o sea, la distan- 
cia entre los puntos. 

De este modo, se puede resolver 
un problema propuesto incluso cuan- 
do es difícil recutrir al dibujo 
(por ejemplo, si las coordenadas 
son muy grandes). Además, es 
evidente que la solución analítica 


28 


(numérica) siempre será más exacta 
que la medición directa en el 
dibujo. 

Es mejor resolver el problema 
propuesto, primero para el caso 
en que uno de los puntos dados 
se encuentre en el origen de coor- 
denadas. Empiece por algunos ejer- 
cicios numéricos: calcule la dis- 
tancia entre el origen de coordena- 
das y cada uno de los puntos (12,5), 
(—3, 15) (—4, —7), aplicando el 
teorema de Pitágoras. 

Repitiendo estos razonamientos 
para el caso general obtendrá Ud. 
la fórmula general para calcular 
la distancia p(O, M) entre cual- 
quier punto M(z, y) y el origen 
de coordenadas O (0, 0) (fig. 15): 


p(0, M) =V EFF. 


Evidentemente, la regla expre- 
sada por esta fórmula satisface a 
las condiciones dadas. En parti- 
cular, ésta puede ser empleada 
para los cálculos efectuados en las 
máquinas, las cuales son capaces 
de sumar, multiplicar y extraer 
raíz cuadrada de los números. 

Resclvamos ahora un problema 
general. 

Problema. Sean A(z,, y1) y B(T}, 
Y+) dos puntos dados en el plano; 
encontrar la distancia p (A, B); 
entre ellos. 

Resolución. Designemos por Aj, 
Bs, Aa, B, (fig. 16) las proyec- 
ciones de los puntos A y B sobre 
los ejes de coordenadas. 

Designemos con la letra C el 
punto de intersección de las rectas 
AA, y BB,. Según el teorema de 
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Mos) 


A(u/3) 


MOD 
grs)? 


Fig. 16 


Pitágoras, del triángulo rectán- 
gulo ABC. obtendremos: " 


p” (A, B)=p* (A, C) +P” (B, C). (*) 


Pero, la longitud del segmento AC 
es igual a la longitud de! segmento 
AB, los puntos A, y B, se en- 
çuentran en el eje Oy y tienen 
respectivamente en este eje las 
coordenadas y, e yz. Según la fór- 
mula obtenida en el, párrafo 3, 
la distancia entre estos puntos es 
igual a ly—yel. 

Razonando análogamente, obte= 
nemos que la longitud del segmento 
BC es igual a |r,—2,]. Reempla- 
zando en la fórmula (*) los valores 
de AC y BC encontrados, obtenemos 


p° (A, B) = (21—24)? + (Y, —Yo)”. 


De este modo, la distancia p 
(A, B) entre los puntos A(z,, y1) y 
B(t,, ya) se calcula por la fórmula: 


ADV Y. 

Obsérvese que todos nuestros 
razonamientos no sólo son válidos 
para una ubicación de los puntos 
como en la fig. 16, sino también 
para cualquier otra. 

Haga Ud. otro dibujo (por ejem- 
plo, tome el punto A en el primer 
cuadrante y B, en el segundo) y 
cerciórese de que todos los razona- 
mientos se pueden repetir palabra 
por palabra sin variar inclusive 
la designación de los puntos. 

Señalamos además que la fór- 
mula del apartado 3, referente a 
la distancia entre dos puntos en 


D Designamos por p? (A, B) el cua- 
drado de la distancia p{4, B). 
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la recta (véase la pág. 16), se puede 
escribirla en forma análoga: ” 


Ejercicios 

1. Se dan tres puntos en el plano: 
A(3, -6), B(—2, 4) y C, —2). 
Demostrar que estos tres puntos 
están en una misma recta (son 
colineales). 


Indicación. Demuestre que uno de los 
lados del triángulo ABC es igual a la 
suma de los otros dos. 


2. Aplique la fórmula de la 
distancia entre dos puntos para la 
demostración del teorema ya co- 
nocido por Ud.: en un paralele- 
gramo la suma de los cuadrados 
de los lados es igual a la suma 
de los cuadrados de las diagonales. 


D Aquí aplicamos la fórmula: 
Vai=/2] 


(se tiene en cuenta el valor aritmético 
de la raíz). Una aplicación negligente 
de esta regla puede dar lugar a conclu- 
siones falsas (a veces erróneameñte se 
considera que V 21=xz). En calidad de 
ejemplo exponemos una serie de deduc- 
clones que contienen yerros de ese tipo. 
¡Descúbralos! 


132409134 = 4 si 


»( 1-3) =( 2-4) > 


(el signo reemplaza a la expresión ese 
deduce»). t 
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A 


Fig. 17 


Gel -bR 


Fig. 18 


Indicación. Tomé por origen de coot- 
denadas uno de los vértices del parale- 
logramo y empleo los resultados obte- 
nidos en el problema 8 del apartado 4. 
Ud. verá que la demostración del teo- 
rema se reduce a la comprobaciól 
ga simple identidad algebraica. 
es; 


ál 


3. Demuestre, por medio del 
método de coordenadas, el siguiente 
teorema: si ABCD es un rectán- 
gulo, para todo punto M se cumple 
la igualdad AM*4CM*=BM*+ 
+DM? (fig. 17). ¿Cómo será más 
conveniente colocar los ejes de 
coordenadas? 


7. Determinación de las figuras 


En el apartado 5 dimos algunos 
ejemplos de relaciones entre las 
coordenadas que determinan al- 
gunas figuras en el plano. Estu- 
diemos algo más sobre la determi- 
nación de figuras geométricas me- 
diante relaciones numéricas. 

Consideramos cada figura como 
el conjunto de los puntos que la 
forman. Determinar figura signi- 
fica indicar el procedimiento por 
el cual se podría saber, si tal o 
cual punto pertenece o no a la fi- 
gura estudiada. 

Por ejemplo, para encontrar tal 
procedimiento respecto a la cir- 
cunferencia, empleamos la defini- 
ción de ésta como el conjunto de 
puntos, cuya distancia a cierto 
punto € (centro de la circunferen- 
cia) es igual al número R (radio). 
En este caso, para que el punto 
Mz, y) (fig. 18) pertenezca a la 
circunferencia con centro C(a, b), 
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es necesario y suficiente que p(M, C) 
sea igual a R. 

Recordemos, que la distancia 
entre dos puntos se determina por 
la fórmula: 


04, BV —2 + Y 
Por consiguiente, la condición 
para que el punto M(x, y) perte- 
nezca a la circunferencia con centro 
en el punto Cía, b} y radio R, se 
expresa mediante la relación: 


Vea tU F =R, 
que se puede escribir en la siguiente 
forma: 


(e—a + RR) 


De este modo, para comprobar 
si algún punto pertenece a la cir- 
cunferencia, es necesario compro- 
bar si se cumple o no, para este 
punto la relación (*). Para esto 
es necesario reemplazar en la ex- 
presión (*) las coordenadas z e y 
del punto estudiado. Si se obtiene 
una identidad, el punto pertenece 
a la circunferencia; en caso con- 
trario, no le pertenecerá. De este 
modo conocirido la ecuación (*) 
podemos decir si un punto cual- 
quiera del plano pertenece o no 
a la circunferencia. Por lo anterior, 
la ecuación (*) se llama ecuación 
de la circunferencia con centro en 
el punto C(a, b) y radio R. 

Ejercicios. 

1. Escriba la ecuación de la cir- 
cunferencia con centro en el punto 
C(-2, 3) y radio 5. ¿Pasa esta 


circunferencia por el punto 
(2,1)? 


3 
3 01153 


2. Demuestre que la ecuación 
24204 y9=0 


determina en el plano ùna circun- 
ferencia. Busque su centro y su 
radio. 


Indicación. Ponga la ecuación en la 
forma 


(04241) Hym, Ó (21 ys 
3. ¿Qué conjunto, de puntos de- 
termina la relación 224+y9< 4x4 


+4y? 


eetación: Escribamos esta desigual- 
ad: 


22417444 y?—4y Hh <8, 
o bien, 
(2—2+(y 2) <8. 


¿Ahora queda claro que esta relación 
open que la distancia de un punto 
del conjunto buscado_al punto (2, 2) 


es menor o igual a /8. Evidentemente, 
los puntos que verifican esta condición 
se encuentran en el círculo con centro 


en el punto (2,2) y radio Y3. Como 
en la relación está incluída la igualdad, 
al conjunto buscado pertenece también 
la frontera del círculo, o sea, la circun- 
ferencia. 


Ya vimos que una circunferencia 
en el plano puede ser dada por 
medio de una ecuación., De esta 
misma manera se pueden determi- 
nar otras líneas cuyas ecuaciones, 
por supuesto, tendrán otra forma. 

Anteriormente observamos que la 
ecuación z?*—y*=0 representa un 
par de rectas (véase la pag. 26, 
fig. 13). Detengámonos en esto 
más minuciosamente. Si z?—y?°=0, 
entonces z?=y? y, por consiguien- 
te, Izi= ly 1. Recíprocamente, 
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si lal=)Jyl, entonces z?—y?=0; 
por lo tanto, estas relaciones son 
equivalentes; pero, el valor abso- 
luto de la abscisa representa la 
distancia del punto al eje Oy y 
el valor absoluto de la ordevada, 
la distancia del mismo al eje Or. 
Esto significa que los puntos, para 
los cuales se cumple |r|=|yl, es- 
tán a igual distancia de los ejes 
de coordenadas, o sea, yacen en 
las dos bisectrices de los ángulos 
formados por estos ejes. Recípro- 
camente, es evidente que las coor- 
denadas de un punto cualquiera 
en cada una de estas bisectrices 
satisfacen a la relación x2=y?, 
Por esto, la ecuación z?—y?=0 
se denomina ecuación del conjunto 
de estas dos bisectrices. 

Por supuesto, Ud. conoce también 
otros ejemplos de determinación 
de líneas por medio de ecuaciones. 
Por ejemplo, la ecuación y=x* 
es satisfecha sólo por todos los 
puntos de una parábola con vér- 
tice en el origen de coordenadas 
(fig. 19). La ecuación y=x? es la 
ecuación de esta parábola. 

Todos los puntos de una recta 
sólo satisfacen a una ecuación de 
la forma azx4-by4-c=0, La ecuación 
az+by=-c=0 es la ecuación de 
la recta. 

En general, se llama ecuación 
de una línea aquella que se trans- 
forma en identidad, cada vez que 
se reemplazan z e y por las cvor- 
denadas de un punto cualquiera 
de la línea, y que no se verifica 
cuando se reemplazan por las coor- 
denadas de un punto no pertene- 
ciente a la misma. 
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Fig. 19 


Por ejemplo, aún no sabiendo, 
cual es la línea que representa la 
cenación 


(ey y =y, (*) 


podemos afirmar que esta línea 
pasa por el origen de coordenadas, 
ya que el punto (0, 0) satisfacen a 
esta ecuación; sin embargo, el 
punto (1, 1) no pertenece a esta 
curva, puesto que (1%-+4-1? j-1)%% 
4141? 

Si a Ud. le interesa saber cual 
es la curva representada por esta 
ecuación, vea la fig. 20. Esta curva 
se llama cardioide, porque tiene 
la forma de un corazón. 

De este modo, si una máquina 
computadora pudiera sentir sim- 
patía hacia una persona, proba- 
blemente le entregaría el dibujo 
de un corazón, mediante una ecua- 
ción, posiblemente, le regalaría 
un “buqué” matemático, es decir. 
las ecuaciones de las curvas re- 
presentadas en la fig. 21; en efecto, 
como Ud. ve estas curvas parecen 
unas flores. Más adelante, cuando 
Ud. estudie otras coordenadas, de- 
nominadas polares, escribiremos las 
ecuaciones de estas “flores mate- 
máticas”. 


8. Comenzamos a resolver problemas 


Traduciendo los conceptos geo- 
métricos al lenguaje de las coorde- 
nadas, obtenemos la posibilidad 
de estudiar problemas algebraicos 
en lugar de problemas geométricos. 
Resulta que, después de esta trans- 
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formación, la mayoría de los pro- 
blemas relacionados con rectas y 
circunferencias se reducen a ecua- 
ciones de primer y segundo grado; 
para la resolución de este tipo de 
ecuaciones existen simples fórmu- 
las generales. 

Es necesario señalar que cuando 
se descubrió el método de coorde- 
nadas, en el siglo XVII, el arte de 
la resolución de ecuaciones alge- 
braicas alcanzó su más alto nivel. 
Por ejemplo, en este período los 
matemáticos aprendieron a resol- 
ver cualquier ecuación de tercer 
o cuarto grado. Por esto, al des- 
cubrir el método de coordenadas, 
el científico francés R. Descartes, 
considerando los problemas geo- 
métricos de su época, dijo: “yo 
he resuelto todos los problemas”. 

He aquí algunos ejemplos sen- 
cillos de reducción de problemas 
geométricos a problemas algebrai- 
cos. 

Problema. Sea ABC un trián- 
gulo dado, determinar el centro 
de la circunferencia circunscrita 
al triángulo. 

Resolución. Tomemos como ori- 
gen de coordenadas el punto A 
y el eje de las abscisas en la di- 
rección de A hacia B; entonces 
el punto B, tendrá las coordenadas 
(c, O), en que c es la longitud del 
segmento AB. Supongamos que el 
punto C tiene las coordenadas (q, k) 
y el centro de la circunferencia 
buscada, las coordenadas (a, b). 
Designemos por R el radio de esta 
circunferencia. Anotemos mediante 
coordenadas que los puntos A(O, 0), 
B(c, 0) y Cíq, k) se encuentran en 
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la circunferencia buscada: 


a +b? = Rè, 
(e—a)? +b? = R°, 
(q—a)?+(h—b) = R°. 


Cada una de estas condiciones 
expresa que la distancia desde los 
puntos A(0, 0), Blc, 0) y C(g, h) 
al centro de la circunferencia es 
igual al radio. Es fácil obtener así 
mismo estas condiciones, eseri- 
biendo la ecuación de la circunfe- 
rencia buscada (una circunferen- 
cia con centro en el punto (a, b) 
y con radio R): 


(ap + (y —b}— 


y reemplazando después en esta 
ecuación z e y por las coordenadas 
de los puntos A, B y C situados 
en esta circunferencia. 
Fácilmente se resuelve este sis- 
tema de tres ecuaciones con tres 
incógnitas, con lo cual se obtiene: 


az, po EA, 
Ra VE ENEE a. 


Puesto que se encontraron las 
coordenadas del centro ", el pro- 
blema queda resuelto. 

Señalemos que, simultáneamente, 
bemos obtenido la fórmula para 
hallar el radio de la circunferencia 
circunscrita al triángulo. Esta fór- 
mula se puede simplificar si se 


D Observe que para resolver este 
problema no se recurrió al dibujo. 
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tiene en cuenta que 


VFR =p (4, C), 
V= FF = p(B, C, 


donde el valor k es igual a la altura 
del triángulo ABC, bajada desde 
el vértice C. indicando por a y b 
las longitudes respectivas de los 
lados BC y AC del triángulo, la 
fórmula para calcular el radio 
toma una forma sencilla y elegante: 


ab 
R=35 


Además, se puede observar que 
hc=2S, donde S es el área del 
triángulo ABC y, entonces, nues- 
tra fórmula puede escribirse así: 


Ahora le queremos mostrar a 
Ud. un problema que es interesante, 
puesto que su solución geométrica 
es bastante complicada; en cambio, 
si se traduce al lenguaje de las 
coordenadas su solución es muy 
sencilla. k 

Problema. Sean A y B dos pùn- 
tos dados en el plano; encontrar 
el lugar geométrico de los puntos 
M, cuyas distancias al punto A 
son el doble que sus distancias 
al punto B. 

Resolución. Tomemos en el plano 
un sistema de coordenadas tal que 
el origen de coordenadas coincida 
con el punto A y el semieje posi- 
tivo de las abscisas lleve la direc- 
ción de AB. Tomemos el segmento 
AB por unidad de medida. Enton- 
ces el punto A tendrá las coorde- 
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nadas (0, 0) y el punto B, las 
coordenadas (1, 0). Designemos 
por (z, y) las coordenadas del punto 
M. La condición p (4, M)=2p 
(B, M) se expresa así: 


Va+y=2V/(—0+y 

Hemos obtenido la ecuación del 
lugar geométrico buscado. Para 
comprender cual es el conjunto 
determinado por esta ecuación, 
transformaremos ésta de tal modo 
que tome una forma conocida por 
Ud. Elevando ambos miembros 
al cuadrado, abriendo los parén- 
tesis y reduciendo los términos 
semejantes, obtenemos la igualdad 


3r? —8z -1- 4 -}- 3y? == 0. 
Esta puede escribirse así: 


8 16 4 
Pq iio 


o bien: 


(e (Y 


Ud. ya sabe que ésta es la ecua- 
ción de una circunferencia con 
centro ei el punto (4/3, 0) y radio 
igual a 2/3. Esto significa que el 
lugar geométrico buscado es una 
circunferencia (o una parte de 
ella). » 


D Para demostrar que todos los pun- 
tos de la circunferencia pertenecen a 
nuestro lugar po es suficiente 
comprobar que de la validez de cada una 
de las siguientes igualdades se deduce 
la validez de la anterior; de modo que si 

ya 22 
finalmente (5) +v=(3) , se tie- 
ne, VF y= Y 1) y?. Esto signi- 
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En nuestra solución no tiene 
importancia que la distancia p(A,M) 
sea exactamente el doble de la 
distancia p(B, M), ya que real- 
mente el problema se ha resuelto 
en una forma más general. Preci- 
samente, se ha demostrado que cir- 
cunferencia, fig. 22, es el lugar 
geométrico de los puntos M para 
los cuales la razón de sus distan- 
cias a los puntos dados A y B es 
constante: 


p(4, M) _ 
p (B, m>* o 


(donde k es un número positivo 
dado distinto a la unidad). » 

Para convencerse de la validez 
del método de coordenadas pruebe 
resolver geométricamente el último 
problema. 


Indicación Trace desde el punto M 
las bisectrices de los ángulos interior y 
exterior del triángulo AMB. Sean K y 
I los puntos de intersección de estas 
bisectrices con la recta AB. Demuestre 
m la posición de estos puntos es indepen- 

iente de la elección del punto M en el 
lugar geométrico buscado. Demuestre que 
el ángulo KML es igual a 90”. 


Es necesario señalar que los 
griegos ya sabían resolver proble- 
mas de este tipo. La solución 
geométrica de este problema es- 
taba incluída en el tralado “Acerc: 
de Jos círculos”, del matemático 


fica, precisamente, que cuda punto de 
la circunferencia obtenida pertenece a 
nuestro lugar geométrico. 

D Hemos excluído el caso k=1; 
por supuesto, ya sabe Ud. que en este 
caso el lugar geométrico (*) es una recta 
(el punto M es equidistante de A y B). 
Demuéstrelo analíticamente. 


4 


Fig. 24 


griego Apolonio (siglo 11 antes de 
nuestra era). 

Resuelva, el siguiente problema: 

Problema. Encontrar el lugar 
xeométrico de los puntos M para 
los cuales la diferencia de los cuad- 
rados de las distancias a dos puntos 
dados A y B sea igual al valor dado c. 
¿Para qué valores de e tiene solu- 
ción el problema? 


9. Otros sistemas de coordenadas 


Además dol sistema de coordenadas car- 
tesiano ortogonal se emplean en el 
lano otros sistemas de coordenadas. En 
a fig. 23 está representado un sistema 
de coordenadas cartesiano oblicuo. En 
la fig. se ve claramente, como se deter- 
minan las coordenadas de un punto en 
tal sistema. En algunos casos es absolu- 
tamente indispensable tomar diferentes 
unidades de medida para los ejes de 
coordenadas. 

Existen coordenadas que se dife- 
rencian mucho más de las cartesianas. 
Por ejemplo, las coordenadas polares, 
mencionadas anteriormente. 

Las coordenadas polares de un punto 
se definen en el plano de la siguiente 
forma: se toma en el plano un eje numé- 
rico (fig. 24). El origen de coordenadas 
de este eje (el punto O) se llama polo 
y el eje mismo, eje polar. Para determinar 
la situación de un punto M, es suficiente 
indicar dos números: p, el radio vector 
(a distancia del punto al polo) y q, el 
ángulo polar Y (el ángulo de rotación 
desde el eje polar hasta ol rayo OM). 
En nuestra fig. el radio vector es igual 
a p=3,5 y el ángulo polar p es igual a 


225° 6 95E, 


1 q, es la letra griega que se lee efi». 
2 Para medir los ángulos p en el 
sistema de coordenadas polares, además 
de las medidas en grados, emplearemos 
los radianes. En este caso, la unidad 
para la medición de los ángulos es 
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De este modo, en el sistema de coor- 
denadas polares la posición de un punto 
en el plano queda determinada por dos 
números que indican la dirección en 
que se encuentra el punto y la distancia 
hasta el mismo. Este procedimiento de” 
indicación de un lugar es muy simple y 
se emplea frecuentemente. Por ejemplo. 
para explicar el camino a una persona 
extraviada en el bosque se le dice: «desde 
el pino quemado (el polo) doble hacia 
el este (la dirección). recorra unos dos 
kilómetros (la distancia) y encontrará 
una caseta (ci punto)». 

Quien se ocupe de asuntos turísticos 
fácilmente comprenderá que Ja marcha 
por el azimut está basada en el mismo 
principio que las coordenadas polares 

Mediante las cunrdenadas polares se 
pueden además determinar en el plano, 
diferentes conjuntos de puntos. Por ejem- 
plo, la ecuación de una circunferencia 
con centro en el pola (fig. 25, a) es muy 
sencilla. Si el radio de la circunferencia 
os igual a R, ct radio polar de un punto 
cualquiera de la circunferencia (sólo 
de los puntos de la circunferencia consi- 
derada) también es igual a R; por con- 
siguiente, la ecuación de esta circunfe 
rencia tiene la forma 


p=k, 


donde, R es una magnitud constante (ab- 
reviadamente se escribe así: R-=const.). 


4 radián. Este es un ángulo central 
que abarca un arco de circunferencia de 
longitud igual al radio de la circunfe- 
roncia. El ángulo completo de 360° 
comprende toda la circunferencia (de 
radio 1) y tiene la medida radial 27; 
el ángulo de 180°, la medida a; el án- 


Ae pd 
gulo recto, la medida E; el ángulo de 


2 
45°, la medida <; ete. Un radián co 
oa O ZABO L 57917745". Re- 
sresponde a Z ~ ggg 571745. Re 


sulta que. en muchos problemas (sobre 
los cuales se tratará en las ediciones 
futuras), la medición en radianes es con- 
siderablemente más cómoda que la me- 
dición en grados, 
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m(p. €) 


Fig. 26 


¿Qué conjunto se obtiene, si se 
considera la ecuación 


=a, 
donde, « es una constante cualquiera 
(por ejemplo, + ó Sy La respuesta es 


clara: los puntos para los cuales ọ es 
constante, e igual a a, se encuentran en 
el rayo que parte del polo, formando 
con el eje polar un ángulo a (fig. 25, b). 


Por ejemplo, si a=-y, este rayo forma 


con el eje un ángulo, de 28° aproximada- 
mente,» si a= T el rayo está dirigido 
verticalmente hacia abajo, es decir, el 
ángulo entre la dirección positiva y el 
rayo es igual a 270°. 

Examinemos dos ejemplos más. La 
ecuación 

p= 

representa una espiral (fig. 26). En 
efecto, para p=0, tenemos, p=0 (el 
polo) y junto con el crecimiento de q 
crece también p, de modo que el punto 
gira alrededor del polo (en sentido con- 
trario a las agujas del reloj), alejándoso 
del mismo. 

La ecuación 
e 
P 


representa otra espiral (fig. 27). En este 
caso, para un valor de ọ próximo a 0, 
el valor de p es muy grande; en cambio, 
cuando ọ crece, el valor de p decrece 
siendo muy pequeño para valores muy 
grandes de q. Por esto, cuando p crece 
indefinidamente, la espiral se «enrolla» 
alrededor del punto 0. 


p= 


V Recordemos que número que corres- 
ponde a la coordenada (es necesario 
considerarlo como una medida del án- 
gulo en radianes (Véase la nota 1 en la 


pág. 41). El ángulo de 3 radián es 
aproximadamente 28°, él de E os 
exactamente 270. 
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Ahora le será lodavía más difícil 
comprender las ecuaciones de las curvas 
en un sistema polar, principalmente por- 
que no ha estudiado trigonometria. Si 
Ud. sabe algo du trigonometría, trate de 
encontrar que conjuntos están dados 
por las siguientes relaciones: 

p=sen q, p (cos y +sen q) +4 =00). 

En algunos casos el sistema de coor- 
denadas polares es más cómodo que el 
cartesiano. Así, por ejemplo, vea lo sim- 
ple que es la ecuación de la curdivide 
en coordenadas polares (Véase el apartado 
7, fig. 20, pág. 36): 

p=1—sen q. 
Si Ud. sabe algo de trigunometria le 
será más fácil representar esta curva, 
cuando ella está dada por esta ecuación. 
que cuando está dada por su ecuación 
en coordenadas cartesianas. Y aquellas 
hermosas «flores quo se representan en 
la fig. 21 (véase la pág. 36) so expresan 
por las siguientes sencillas ecuaciones: 


p=sen fup (fig. 21, a) 
(p—2) (p —2—| cos 2) =0 (fig. 21, b), 


No hemos dicho nada sobre la corres- 
pondencia biunívoca entre los puntos 
del plano y las coordenadas polares. Esto 
es debido a que no existe tal correspon- 
dencia biunívoca. En efecto, si le agrega 
al ángulo p un múltiplo entero cualquiera 
de 2x (es decir, un múltiplo entero de 
360%), la dirección del rayo, evidente- 
mente, no varía. Dicho de otra forma, 
los puntos con las coordenadas polares 
D, P Y P, p+2ka, donde p>0 y k es un 
número entero cualquiera, coinciden 
(fig. 28). Deseamos dar otro ejemplo en 
el que tampoco existe correspondencia 
biunivoca. 

En ta introducción dijimos que se 
ueden «determinar las coordenadas en 
las líneas y en el $4 estudiamos las cour- 
denadas en la línea más simple, en la 


1 Como por p comprendemos la dis- 
tancia desde el punto hasta el origen de 
coordenadas, la curva sólo estarú deter- 
minada para aquellos valores de q, para 
los cuales se cumple pœ). 
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Fig. 28 


M` 


Fig. 29 


recta. Ahora mostraremos, como se 
pueden introducir unas coordenadas en 
otra línea, èn la circunferencia, Para 
esto, igual que en el $ 1, clijamos en la 
circunferencia: un punto como origen de 
coordenadas (el punto O en la fig. 29). 
Como ordinariamente, la dirección po- 
sitiva del movimiento en la circunfe- 
rencia se considerará en sentido con- 
trario al movimiento de las agujas del 
reloj. La unidad de medida èn la cireun- 
ferencia también so puede elegir de 
modo natural: elijamos por unidad el 
radio de esta circunferencia. En este 
caso, la cuordenada del punto M en la 
circunferenciaserá la longitud delarcoOM, 
considerada con signo positivo, si 
la rotación desde O hasta M es en direc- 
ción positiva; en caso contrario, con 
signo negativo. $ 

Inmediatamente salta a la vista la 
gran diferencia entre estas coordenadas 
y las coordenadas de los puntos en la 
recta, ya que ahora no hay correspon- 
dencia biunívoca entre los números (las 
coordenadas) y los puntos. Es evidente 
que a cada número le corresponde un 
punto determinado de la circunferencia; 
sin embargo, dado el numero a, para en- 
contrar el punto de la circunferencia 
que le corresponde (es decir, el punto 
con la coordenada a) es necesario trazar 
en la circunferencia un arco de longitud 
de a radios, en la dirección pocas 
si a es positivo y en la dirección nega- 
tiva, si a es negativo, En este caso, por 
ejemplo, el punto de coordenada 2n, 
coincide con el origen de coordenadas. 
En nuestro ejemplo, el punto O se 
ubtiene cuando la coordenada es igual 
a cero y cuando Ja coordenada es igual 
a 21.De esta forma, en la otra dirección 
la correspondencia no es unívoca, ya 
que a un mismo punto le corresponden 
varios números diferentes. Fácilmente 
se observa que a cada punto de la cir- 
cunferencia le corresponde un conjunto 
infinito de números Y. 


» Ud. podrá observar que las coor- 
denadas introducidas de un punto en 
la circunferencia coinciden con los án- 
gulos q del sistema de coordenadas 
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$ 3. Las coordenadas del punto en 
el espacio 


10. Los ejes y los planos coordena- 
dos 


La posición de un punto en el 
espacio también se puede determi- 
nar mediante las coordenadas car- 
tesianas rectangulares, sólo que 
es necesario considerar tres ejes 
numéricos en vez de dos (como en 
el caso del plano); el eje z o eje 
de las abscisas; el eje y o eje de 
las ordenadas; el eje z o eje de 
las cotas. Estos ejes pasan por un 
mismo punto por el origen de 
coordenadas O, de modo que cada 
dos de ellos són perpendiculares 
entre sí., 

El punto O se considera como el 
origen de referencia de cada uno 
de los tres ejes. Generalmente, la 
dirección de los ejes se elige de 
modo que el semieje positivo z 
coincida con el semieje positivo y, 
después de haber girado el primero 
en 90° en sentido contrario al 
movimiento de las agujas del reloj, 
mirando desde el semieje positivo 
z (fig. 30). 

Es conveniente examinar en el 
espacio, además de los ejes de 
coordenadas, los planos de coor- 
denadas, es decir, los planos que 
pasan por dos ejes de coordenadas 
cualesquiera. Estos planos son tres 
(fig. 31); el plano zy (que pasa 
por Jos ejes z e y), o sea, el con- 


polares, si estos últimos se miden en 
radianes; por esto, nuevamente se ve aquí 
la ausencia de valores unívocos en las 
coordenadas polares. 
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Planos 
de coordenadas 


Fig. 31 


junto de puntos de la forma (z, 
y, 0), donde z e y son números 
arbitrarios, el plano xz (que pasa 
por los ejes z y z), o sea, el con- 
junto de puntos de la forma (z, 
U, 2), donde z y z son números 
arbitrarios; el plano yz (que pasa 
por los ejes y y 2), o sea, el con- 
junto de puntos de la forma (0, 
y, 2), donde y y Zz son números 
arbitrarios. 

Ahora es posible encontrar, para 
cada punto M del espacio, los 
tres números 7, Y Y 2, que serán 
sus coordenadas. 

Para encontrar el primer número 
zx, se traza por el punto M un plano 
paralelo al plano de coordenadas yz 
(simultáneamente este plano será 
perpendicular al eje .z). El punto 
de intersección de este plano con 
el eje x (el punto M, en la fig. 
32, a) tiene la coordenada x= en 
este eje. Este número z, la coorde- 
nada del punto M, en el eje x, 
se llama abscisa del punto M. 

Para encontrar la segunda coor- 
denada, se traza por el punto M 
un plano paralelo al plano zz (y 
perpendicular al eje y) hallándose 
el punto M, en el eje y (fig. 32, b). 
El número y, la coordenada del 
punto My en el eje y, se llama 
ordenada del punto M. 

Análogamente, al trazar por el 
punto M un plano paralelo al plano 
zy (y perpendicular al eje 2) se 
encuentra el númerc z, la coorde- 
nada del punto My (fig. 32,c) 
en el eje z. Este número z se llama 
cota del punto M. 

De este modo, a cada punto 
del espacio le hemos puesto en 
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correspondencia un conjunto de- 
terminado de tres números, sus 
coordenadas: Ía abscisa, la ordenada 
y la cota. 

Recíprocamente a cada conjunto 
de tres números (z, y, 2) dados 
en un orden determinado (primero 
z, después y y finalmente z) se 
le puede poner en correspondencia 
un punto determinado del espacio 
M. Para esto es necesario emplear 
la construcción descrita, pero em- 
pezando por el final; se marcan en 
los ejes los puntos M,, M; y My 
que tienen en estos ejes las corres- 
pondientes coordenadas z, y y 2; 
después se trazan por estos puntos 
planos paralelos a los planos de coor- 
denadas. El punto de intersección 
de estos tres planos será el punto 
buscado M. Evidentemente, los 
números (z, y, z} serán sus coorde- 
nadas. 

Así pues, hemos establecido co- 
rrespondencia biunívoca "entre los 
puntos del espacio y los conjuntos 
ordenados de tres números (las 
coordenadas de estos puntos). 

A Ud. leserá más difícil habituar- 
se a las coordenadas del espacio 
que a las del plano, pues para el 
estudio de las coordenadas en el 
espacio es necesario tener un leve 
conocimiento de la geometría del 
espacio, o sea, de la estereometría. 
Los conocimientos esenciales para 
la comprensión de las coordenadas 
en el espacio, que Ud. fácilmente 
captará por su simplicidad y evi- 
dencia, se fundamentan más es- 


1) Véase en la pág. 11 la definición 
de correspondencia biunívoca. 
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trictamente: en el curso de estereo- 
metría. 

En este curso se demostrará que 
los puntos M,, M, y My obtenidos 
como puntos de intersección de 
los ejes de coordenadas con los 
planos paralelos a los planos de 
coordenadas, trazados por el punto 
M, son las proyecciones sobre los 
ejes de coordenadas del punto M, 
es decir, son los pies de l:.s perpen- 
diculares bajadas desde el punto 
M a los ejes de coorderadas. De 
este modo, las coordenadas del 
espacio se pueden definir análo- 
gamente, como se defin.eron las 
coordenadas de un punto en el 
plano, esto es: 

Las coordenadas del punto M 
en el espacio son las coordenadas 
de las proyecciones de este punto 
sobre los ejes de coordenadas. 

Se puede demostrar que muchas 
fórmulas deducidas para el plano 
son aplicables al caso del espacio, 
haciendo en ellas unas pequeñas 
variaciones. 

Así, por ejemplo, la distancia 
entre los puntos ÁA(t,, Yi, 21) y 
Bits, Ya Z) se calcula por la 
fórmula 


p(A, B)= 
VAYA a. 


(La deducción de esta fórmula se 
parece mucho a la deducción de 
la fórmula para el plano. Trate de 
hacerla). 

En particular, la distancia entre 
el punto A(z, y, 2) y el origen de 
coordenadas O(0, 0, 0) se calcula 
por la fórmula 


p(0, A)=VEFyi4 a, 
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Ejercicios 

1. Tomemos ocho puntos: 
d, 1, 1), (1,1, —1), d, —1, t), 
(1, 4, —1), (—1, 1, 1),(—1, 1,—1), 
(1, —4, 1), (—1, —1, —1). 

a) ¿Cuál es el punto más alejado 
del punto (i, 1, 1)? Calcule la 
distancia entre este punto y el 
punto (1, 1, 1). b) ¿Cuáles son los 
puntos más próximos al punto (1, 
1, 1)? ¿Cuál es la distancia entre 
estos puotos y el punto (1, 1, 1)? 

2. Dibuje un cubo. Dirija los 
ejes de coordenadas en la dirección 
de las tres aristas que parten de un 
mismo vértice. Tome por unidad 
de medida la arista del cubo. 
Designe los vértices del cubo con 
las letras A, B, C, D, Ay, B, 
Cı, D,, como en la fig. 33. 

a) Encontrar las coordenadas de 
todos los vértices del cubo. 

b) Hallar las coordenadas del 
punto medio de la arista CC,. 

c) Encontrar las coordenadas del 
punto de-intersección de las dia- 
gonales de la cara AA,B,B. 

3. ¿Cuál es la distancia entre el 
vértice (O, O, 0) del cubo del 
problema 2 y el punto de inter- 
sección de las diagonales de la 
cara BB,C,C? 

4. ¿Cuáles de los siguientes pun- 
tos cree Ud. que se encuentran en 
el interior del cubo del problema 
2 y Cuáles en el exterior? 


A (1,0, 5), B6,0 1), 


7 is í 1 
(5-77) Es 230), 
F(13,3) 
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5. Escriba las relaciones que 
satisfacen las coordenadas de los 
puntos que yacen en el interior del 
cubo del problema 2 y en sus caras. 


Respuesta. Las coordenadas z, y, z 
de los puntos que yacen en el interior 
del cubo considerado y en sus caras 
pueden tener valores numéricos entre 
cero la unidad inclusive, es decir, 
cumplen las condiciones: 


cz, Oys, Vss. 


11. Determinación de las figuras 
en el espacio 


Las coordenadas del espacio, así 
como las del plano, dan la posi- 
bilidad de expresar mediante núme- 
ros y relaciones numéricas, además 
de los puntos, también las líneas, 
superficies y otros conjuntos de 
puntos. Por ejemplo, veamos que 
conjunto de puntos se obtiene si 
se dan sólo dos coordenadas y se 
supone la tercera arbitraria, Las 
condiciones 


=a, y=b, 


donde a y b son números dados (por 
ejemplo, a=5, b=4), determinan 
en el espacio una recta paralela 
al eje z (fig. 34). Todos los puntos 
de esta recta tienen una misma 
abscisa y una misma ordenada. La 
coordenada z puede tomar cual- 
quier valor, 
Así mismo, Jas condiciones 


y=b, 2==c 


determinan una recta paralela al 
eje z (fig. 35) y las condiciones 


z=¢, I=4, 
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T recta påralela al eje y (fig. 


Es interesante saber, ¿cuál es el 
conjunto de puntos obtenidos, cuan- 
do se da una sola coordenada, 
por ejemplo, 


2=1? 


La respuesta es evidente en la 
fig. 37; es un plano paralelo al 
plano de coordenadas zy (o sea, 
al plano que pasa por el eje z 
y por el eje y) y que se encuentra 
a la distancia 1 en la dirección 
positiva del semieje z. 

He aquí otros ejemplos, que 
muestran como se puede expresar 
en el espacio diferentes conjuntos, 
por medio de ecuaciones y otras 
relaciones entre las coordenadas. 

1. Veamos la ecuación 


aq y 4 22 Re. mM 


Como la fórmula Vz3+y*p2?, 
expresa la distancia entre el punto 
(£; y, 2) y el origen de coordenadas, 
al traducir al lenguaje geométrico 
la relación (*) significa que el 
punto de coordenadas (z, y, z) 
que satisface a esta relación se 
encuentra a la distancia R del 
origen de coordenadas. Por con- 
siguiente, el conjunto de todos 
los puntos, para los cuales se 
cumple la relación (*), es la su- 
perficie de la esfera con centro en 
el origen de coordenadas y radio R. 

2. ¿Dónde están situados los 
puntos cuyas coordenadas satisfa- 
cen a la relación 


P2y42< 1? 


Fig. 37 


Como esta relación expresa que 
la distancia del punto (zx, y, 2) 
al origen de coordenadas es menor 
que la unidad, el conjunto buscado 
es el conjunto de los puntos que 
se encuentran en el interior de la 
esfera con centro en el origen de 
coordenadas y radio igual a la 
unidad. 

3. ¿Qué conjunto de puntos de- 
termina la ecuación 


24 y=1? e») 


Examinemos, en primer lugar 
solamente los puntos del plano xy 
que satisfacen a esta relación, es 
decir, los puntos para los cuales 
z=0. Entonces, como vimos ante- 
riormente (pág. 31), la ecuación (**) 
determina una circunferencia con 
centro en el origen de coordenadas 
y radio igual a la unidad; para 
cada uno de estos puntos la coor- 
denada z es igual a cero y las coor- 
denadas z e y satisfacen a la rela- 
ción (**); por ejemplo, el punto 
P(3/5, 4/5, 0) satisface a esta ecua- 
ción (fig. 38). A pesar de conocer 
sólo este punto, podemos encon- 
trar inmediatamente varios puntos 
que satisfacen a esta misma ecua- 
ción. En efecto, como la ecuación 
(**) no contiene z, el punto (3/5, 
4/5, 10) satisface a esta ecuación, 
a como el punto (3/5, 4/5, —5), 

en general, todos los puntos 
oí, 4/5, z) en los que el valor 
de la coordenada z es absolutamente 
arbitrario. Todos estos puntos per- 
tenecen a la recta paralela al eje 
z que pasa por el punto (3/5, 
4/5, 0). 

De esta forma, podemos obtener 
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de cada uno de los puntos (z*, 
y*, 0) de nuestra circunferencia, 
perteneciente al plano zy, muchos 
puntos que satisfacen a la ecuación 
(**). Tracemos por este punto de 
la circunferencia una recta paralela 
al eje z. Todos los puntos de esta 
recta tendrán el mismo valor z e y 
que tiene el punto de la circunfe- 
rencia, en cambio z puede ser ar- 
bitrario, es decir, estos puntos 
serán de la forma (x*, y*, z). 
Pero, como z no está contenido 
en la ecuación (**) y los números 
(z*, y*, 0) satisfacen a esta ecua- 
ción, los números (2*, y*, z) tam- 
bién satisfacerán a -la ecuación 
(**), Es evidente que por este 
procedimiento se puede obtener 
un punto cualquiera que satisface 
a la ecuación (**). 

En consecuencia, el conjunto de 
puntos determinado por la ecua- 
ción(**) se obtiene de la siguiente 
forma: se toma en el plano zy una 
circunferencia con centro en el ori- 
gen de coordenadas y radio,igual a la 
unidad y por cada punto de esta 
circunferencia se traza una recta 
paralela al eje z. De este modo, 
obtenemos la superficie denominada 
superficie cilíndrica (fig. 38). 

4. Hemos visto que, por lo ge- 
neral, una ecuación determina en 
el espacio una superficie; pero 
esto no es siempre así. 

Por ejemplo, la ecuación 

+y = 
es Xatisfecha sólo por los puntos 
de una línea: el eje z, puesto que 
de la ecuación se deduce que z e 
y son iguales a cero, y todos los 
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puntos para los cuales estas coor- 
denadas son iguales a cero, perte- 
necen al eje z. 

La ecuación 


ay y+z=0 
representa un punto (el origen de 
coordenadas) y a la ecuación 


Py 


corresponde un conjunto vacío. 
5. ¿Qué sucederá si se estudian 

los puntos, cuyas coordenadas sa- 

tisfacen no a una ecuación, sino a 

un sistema de ecuaciones? 
Veamos el sistema: 


[Py 4, 
l z=1. 


Los puntos que satisfacen a la 
primera ecuación pertenecen a la 
superficie de la esfera con centro 
en el origen de coordenadas y 
radio 2. Los puntos que satisfacen 
a la segunda ecuación se encuen- 
tran en el plano paralelo al plano 
xy y ubicado a una distancia igual 
a la unidad, en la dirección po- 
sitiva del eje z. Los puntos que 
satisfacen a la primera y a la 
segunda ecuación deben pertenecer 
a la esfera 2%4+y?*%4+22=4 y al 
plano z=1, es decir, se encuentran 
en la línea de su intersección. De 
este modo, este sistema determina 
una circunferencia, la cual es la 
línea de intersección de la esfera 
y del plano (fig. 39). 

Vemos, pues, que cada una de 
las ecuaciones del sistema deter- 
mina una superficie y ambas ecua- 
ciones. es decir, el sistema, dan 
una línea. 
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(e) 


Pregunta. ¿Cuáles de los puntos 
indicados más abajo pertenecen 
a la primera superficie, cuáles a 
la segunda y cuáles a la línea de 
su intersección 


AVE, V2,0) BVZ, VŽ, 1). 
cZ, VZ, V2, D(1, V3,0), 
EO, V3, 1), FA) VE 19 


6. ¿Cómo se puede expresar 
en el espacio una circunferencia 
situada en el plano zz, con centro 
en el origen de coordenadas y 
radio igual a la unidad? 

Como ya vimos, la ecuación 
x42?=1 determina una super- 
ficie cilíndrica en el espacio. Para 
obtener los puntos de Ja circunle- 
rencia que nos es indispensable, 
es necesario agregarle a esta ecua- 
ción la condición y=0; de este 
modo se separan de todos los pun- 
tos del cilindro los puntos perte- 
necientes al plano xz (fig. 40). 
Obtenemos el sistema 


Pim, 
f y=0. 

Ejercicios. 

4. ¿Qué conjuntos de puntos de- 
terminan en el espacio las ecua- 
ciones: 

a) z2? = ds 
b) +2 =; 
c) +yz 

2. Se tienen tres sistemas de 
¿cuaciones: 

a) | ryz 
{ pP 
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b) | +y? =i, 
z=0 
Y p+? Ei, 


z=0. 


¿Cuáles de estos sistemas deter- 
minan una misma línea y cuáles 
determinan diferentes línéas? 

¿Cómo se puede expresar en 
el espacio la ecuación de la bisec- 
triz del ángulo z0y? ¿Qué con- 
junto determina en el espacio la 
ecuación z=y? 


$ 1. Introducción 


Como Ud. sabe ahora algo del 
método de coordenadas, podemos 
conversar sobre algunas cosas in- 
teresantes que están estrechamente 
relacionadas con la matemática 
moderna. 


1. Algunas ideas generales 


El álgebra y la geometría que 
son consideradas ahora por la mayo- 
ría de los escolares como ciencias 
absolutamente distintas están en 
realidad muy próximas. Mediante 
el método de coordenadas emplean- 
do sólo los números y las operacio- 
nes algebraicas, y sin hacer ningún 
dibujo, se podría exponer todo el 
curso escolar de geometría. El 
curso de planimetría comenzaría 
con estas palabras: “Se llama punto 
el par de números (z, y) ...”. 
Después se podría definir la cir- 
cunferencia como el conjunto de 
puntos que satisfacen a la ecuación 
de la forma (z — a)?4-(y—b)?=R?. 
La línea recta sería el conjunto 
de puntos que satisfacen a la ecua- 
ción ax-+by+c=0. Muchas otras 
figuras se podrían caracterizar así 
mismo mediante sistemas de ecua- 
ciones y desigualdades. Con esto, 
todos ' los teoremas geométricos 
se transformarían en unas cuantas 
relaciones algebraicas. En las si- 
guientes publicaciones les conta- 
remos detalladamente cómo se hace 
esto. 
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Capítulo Il 


El establecimiento de la relación 
existente entre el álgebra por una 
parte, y la geometría por otra 
representó una revolución en las 
matemáticas. Esto convirtió a las 
matemáticas en una ciencia única, 
en la cual no existe “una muralla 
china” entre cada una de sus partes. 

El filósofo y matemático francés 
René Descartes (1596-1650) es 
considerado como creador del mé- 
todo de coordenadas. En la última 
parte del gran tratado de filosofía 
de Descartes, editado en el año 
1637, se da una descripción del 
método de coordenadas y su apli- 
cación a la solución de problemas 
geométricos. El desarrollo de las 
ideas de Descartes dio origen a 
una rama especial de las matemá- 
ticas: la geometría analítica. 

La denominación misma expresa 
la idea fundamental de la teoría. 
La geometría analítica es aquella 
parte de las matemáticas que re- 
suelye problemas geométricos por 
medios analíticos (o sea, algebrai- 
cos). Aunque la geometría analí- 
tica es ahora una parte de las ma- 
temáticas totalmente desarrollada 
y terminada, las ideas contenidas 
en sus fundamentos dieron origen 
a nuevas ramas de las matemáti- 
cas. Surgió y se desarrolla la geo- 
metría algebraica, que estudia las 
propiedades de las líneas y de las 
superficies expresadas mediante 
ecuaciones algebraicas. De ninguna 
manera se puede considerar ter- 
minada esta parte de las matemá- 
ticas, ya que justamente en los 
últimos años se han obtenido nue- 
vos resultados fundamentales, los 
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cuales han ejercido una gran influen- 
cia en otras ramas de las mate- 
máticas. 


2. La geometría nos ayuda a contar 


Cuando se resuelven problemas 
geométricos aparece en primer pla- 
no un aspecto del método de coor- 
denadas: la explicación analítica 
de los conceptos geométricos, o 
sea, la traducción al lenguaje de 
los números de las relaciones y 
figuras geométricas. Sin embargo, 
el otro aspecto del método de coor- 
denadas, la interpretación geomé- 
trica de los números y de las rela- 
ciones numéricas, adquirió un valor 
no menos significativo. El eminente 
matemático Herman Minkowski 
(1864—1909) empleó un enfoque 
geométrico en la resolución de 
ecuaciones con números enteros. 
Los matemáticos de su tiempo 
quedaron asombrados ya que al- 
gunos problemas de la teoría de 
números que antes parecían muy 
difíciles resultaron tan simples y 
evidentes. 

Veamos un ejemplo absoluta- 
mente sencillo que demuestra eómo 
la geometría ayuda a resolver 
problemas algebraicos. 

Problema. Consideremos la des- 
igualdad 


Phy Kn. 


donde, n es un número entero posi- 
tivo cualquiera. Se pregunta: ¿Cuán- 
tas soluciones en números en- 
teros (N) tiene esta inecuación? 

Resolución. Es fácil responder 
a esta pregunta para valores pe- 
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queños den. Por ejemplo, para n=0, 
se tiene uña sola solución: z=0, 
y=0. Para n=1 hay que agregar 
a esta solución otras cuatro solu- 
ciones: 2=0, y=1; E 
x=0, y ly 1, y=0; por 
consiguiente se tendrán en total 
cinco soluciones. 

Para n=2, además de las solu- 
ciones señaladas, se tienen otras 
cuatro soluciones: z=1 
=—4, y=1; 2=1, y=—1; r=—1, 
y=-—1. Para n=2 se tienen en 
total nueve soluciones. Continuan- 
do de este modo se puede formar 
una tabla. E E 

Vemos, pues, que el número de 
soluciones N aumenta, al aumen- 
tar n, pero es bastante difícil 
hallar una ley exacta para la va- 
riación de N. Observando la co- 
lumna derecha de la tabla, podemos 
suponer que la razón N/n tiende 
a un número determinado, cuando 
crece n. 

Mediante la interpretación geo- 
métrica demostraremos en seguida 
que, en efecto, la razón N/n tiende al 
conocido número n=3,14159265... 

Consideremos el par de números 
(z, y) como un punto er el plano 
(con abscisa z y ordenada y). La 
desigualdad x*+y*<n expresa que 
el punto (z, y) pertenece al círculo 
K, con centro en el origen de 
coordenadas y radio Mn (véase 
la fig. 41, en la cual se ha consi- 
derado n=31). Porlo tanto, nuestra 
inecuación tiene tantas soluciones 
en números enteros, cuantos puntos 
con coordenadas enteras estén 
contenidos en el interior del círculo 
K, 0 en su contorno. 
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Es evidente geométricamente que 
los puntos con coordenadas enteras 
“están uniformemente distribuidos 
en el plano” y que en una unidad 
de árga está contenido un solo 
punto. Por esto queda claro que 
el número de soluciones debe ser 
aproximadamente igual al área del 
círculo. Así, pues, obtenemos la 
fórmula aproximada: 


N æ ann. 


He aqui una demostración abreviada 
de esta fórmula. Dividamos el plano, por 
medio de rectas paralelas a los ejes de 
coordenadas, en pequeños cuadrados uni- 
tarios y supongamos que los puntos 
correspondientes a los números enteros 
son los vértices de estos cuadrados. Su- 
pongamos que en el interior del círculo 
Kn resultaron N puntos de los números 
enteros,Y a cada uno de estos puntos 
lo hacemos corresponder el cuadradito 
unitario para el cual el punto conside- 
rado es el vértice superior derecho. 
Designemos con A, la figura formada 
por estos pequeños cuadrados (fig. 42), 
Es evidente que el área de An es igual 
a N (es decir, al número de cuadraditos 
que componen esta figura). 

Comparemos el área de esta figura 
con el área del círculo Kn. Veamos, 
simultáneamente con el círculo Kn, 
otros dos círculos con centro en el origen 
de coordenadas: el círculo K'a de radio 
Va— VŽ y el círculo K% de radio V n+ 
+V2. La figura An está totalmente 
contenida en el circulo K} y comprende 
en su interior al círculo Ky (demuestre 
esto aplicando el teorema: «en un trián- 
gulo, la longitud de un lado es menor 
quo la suma de los otros dos»). Por esto, 
el área de A, es mayor que el área de Kn 
y menor que el área de Kn, es decir, 


a(yan—Y2*<N<alyn+V2). 


D Nota del R. Para abreviar llama- 
remos puntos enteros, aquellos cuyas 
coordenadas son números enteros. 
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De esto se deduce nuestra fórmula de 
aproximación, Nazan, con la estimación 
del error: 


(Nnn |< 20 (V2n+1). 
Estudiemos ahora un problema 
similar, pero con tres incógnitas. 
¿Cuántas soluciones en forma de 
números enteros tiene la inecuación 
ay zi <n? 


Si aplicamos de nuevo la inter- 
pretación geométrica, la respuesta 
se obtiene inmediatamente. El nú- 
mero de soluciones enteras es ap- 
roximadamente igual al volumen 


de una esfera de radio V", es decir, 
Lan ñ. Sería difícil obtener este 


resultado por medios puramente 
algebraicos. 


3. Es necesario introducir el espacio 
de cuatro dimensiones 


¿Cómo proceder si se necesita 
encontrar el número de soluciones 
en forma de números enteros de 
la inecuación 


tyyp PHN, 


ła cual contiene cuatro incógnitas? 
Cuando resolvíamos este problema 
para dos y tres incógnitas aplicá 
bamos una interpretación geo- 
métrica. La solución de la inecua- 
ción con dos incógnitas, o sea, el 
par de números, se interpretaba 
como un punto en el plano; la 
solución de la inecuación con tres 
incógnitas, o sea, el conjunto de 
tres números, como un punto en 
el espacio. ¿Se podrá seguir ap- 
licando este procedimiento? En 
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ese caso, sería necesario considerar 
a los cuatro números (z, y, z, u) 
como un punto de un espacio que 
tiene cuatro dimensiones (de un 
espacio de cuatro dimensiones). 
Entonces se puede considerar que 
la desigualdad 2*+y?+224t*<n 
implica que el punto (z, y, z, t) 
esté contenido en el interior de una 
esfera de cuatro dimensiones con 
centro en el origen de coordenadas 
y radio Vn. Después sería nece- 
sario dividir el espacio de cuatro 
dimensiones en cubitos de cuatro 
dimensiones y, finalmente, nece- 
sitaríamos calcular el volumen de 
una esfera de cuatro dimensiones”. 
En otras palabras, debíamos co- 
menzar a desarrollar la geometría 
del espacio de cuatro dimensiones. 
En esta edición no haremos todo 
esto; sólo entreabriremos un poco 
la puerta del espacio de cuatro 
dimensiones y le presentaremos 
en él una figura más simple, el 
cubo de cuatro dimensiones. 
Por supuesto, a Ud. le interesan 
las siguientes preguntas: ¿hasta 
qué punto se puede hablar seria- 


1 En nuestras Pan loaeloneh no nos 
ocuparemos de la deducción de la fór- 
mula para calcular el volumen do una 
esfera de cuatro dimensiones, sin emtareo 
daremos su fórmula. El volumen de 
una estera de cuatro dimensiones es igual 
4 
a £R . Para comparar, señalemos ade- 


más que el volumen de la esfera de cinco 


dimensiones es igual a mr, él de seis 


IRE 
dimensiones es igual a R! y él de siete, 
1629? 
105 


501153 


mente de este espacio imaginario 
de cuatro dimensiones? ¿hasta dón- 
de se puede desarrollar una geo- 
metría de este espacio, similar a 
la geometría corriente, y cuáles se- 
rán las similitudes y diferencias 
entre la geometría tridimensional 
y la de cuatro dimensiones? Al 
estudiar estas preguntas los mate- 
máticos obtuvieron las siguientes 
respuestas: sí, es posible desarro- 
llar una geometría tal que en muchos 
aspectos se parezca a la geometría 
corriente. Además, esta geometría 
comprende la geometría corriente 
como una parte integrante de ella, 
así como a la estereometría (la 
geometría del espacio) contiene 
a la planimetría. Por supuesto, 
la geometría de cuatro dimensiones 
tendrá muchas diferencias esen- 
ciales con la geometría corriente. 
Algunas singularidades muy in- 
teresantes del mundo de cuatro 
dimensiones narraba en uno de 
sus relatos el escritor de novelas 
de ficción científica, Herbert Wells. 

Pero ahora le demostraremos que 
en realidad estas singularidades 
se parecen mucho a aquéllas que 
diferencian la geometría del es- 
pacio tridimensional de la geo- 
metría del espacio bidimensional. 


4. Singularidades del espacio de 
cuatro dimensiones 


Dibuje un círculo en el plano y 
figúrese que Ud. es un ser imagi- 
nario del mundo bidimensional, 
que puede moverse por el plano, 
pero no tiene derecho a salir al 
espacio (inclusive, Ud. no sabe 
que existe el espacio y, por lo 
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tanto, no puede imaginárselo). De 
tal modo que el conlorno del 
circulo, la circunferencia, le será 
una barrera invencible y Ud. no 
podrá salir del círculo, porque la 
circunferencia en todas partes le 
cerrará el paso (fig. 43, a). 

Imagínese ahora que este plano, 
con el círculo dibujado, se in- 
broduce en un espacio tridimensio- 
nal y que Ud. intuye la existencia 
de le” tercera dimensión; por su- 
puesto, ahora sin niaguna difi- 
cultad saldrá Ud. de los límites 
del círculo, por ejemplo, simple- 
mente, atravesará la circunferen- 
cia (fig. 43, b). 

Supongamos que ahora es Ud. 
un ser del mundo tridimensional 
y que se encuentra en el interior 
de una esfera, cuya frontera es 
impenetrable; entonces, no podrá 
salir de Jos límites de esta esfera 
(fig. 43, b). Pero si la esfera está 
situada en un espacio de cuatro 
dimensiones y Ud. captó la exis- 
tencia de esta cuarta dimensión, 
entonces sin ningún esfuerzo po- 
drá Ud. «salir de los límites de Ja 
esfera, 

En esto no hay nada particular- 
mente místico, sino que sencilla- 
mente la frontera de la esfera 
tridimensional no divide en dos 
partes el espacio de cuatro dimen- 
siones, a pesar de que divide el 
espacio tridimensional. Esto es ab- 
solutamente análogo al caso de la 
frontera del círculo (la circunfe- 
rencia), la cual no divide en dos 
partes el espacio tridimensional, 
a pesar de que divide el plano (al 
cual ella pertenece). 
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Fig. 43 


He aquí otro ejemplo: es evi- 
dente que no se pueden hacer coin- 
cidir dos figuras simétricas entre 
sí en el plano, si sólo se pueden 
mover sin salirse de los límites 
del plano. Sin embargo, una mari- 
posa en reposo puede plegar las 
alas, haciéndolas salir del plano 
horizontal al vertical (véase el 
dibujo en la solapa). Así mismo, 
no se pueden hacer coincidir en 
el espacio tridimensional figuras 
simétricas espaciales. Por ejemplo, 
ya puede dar las vueltas que quiera 
a un guante izquierdo, no lo con- 
vertirá en derecho, a pesar de ser 
figuras geométricas iguales. Sin 
embargo, las figuras simétricas 
tridimensionales se pueden hacer 
coincidir en un espacio de cuatro 
dimensiones del mismo modo que 
se hacen coincidir las figuras simé- 
tricas planas si se ponen en un 
espacio tridimensional. 

Por esto, no tiene nada de asom- 
broso que el héroe del relato antes 
mencionado de Wells, después de 
su viaje por el espacio de cuatro 
dimensiones resultó totalmente cam- 
biado, pero en forma simétrica 
consigo mismo; por ejemplo, el 
corazón le resultó a la derecha. Esto 
sucedió porque al salir al espacio 
de cuatro dimensiones se volvió 
al lado contrario (en forma similar, 
el guante izquierdo se transformaría 
en el derecho si se le volviera al 
revés). 


5. Algo sobre física 


La geometría de cuatro dimen- 
siones resultó ser un aparato ex- 
traordinariamente útil e insusti- 
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tuíble en- la física moderna. Sin 
el aparato de la geometría imagi- 
naria de varias dimensiones sería 
muy difícil explicar y aplicar, una 
rama tan esencial de la física 
moderna como es la teoría de la 
relatividad de Alberto Einstein. 

Cualquier matemático puede en- 
vidiar a Minkowski, quien después 
de aplicar con tanto éxito la geo- 
metria a la teoría de los números 
supo nuevamente aclarar difici> 
lísimos problemas matemáticos re- 
ferentes a la teoría de la relativi- 
dad, por medio de consideraciones 
geométricas intuitivas. Uno de los 
fundamentos de la teoría de la 
relatividad es el concepto de la 
unión inquebrantable del espacio 
y del tiempo. Por esto, es propio 
considerar el momento de tiempo 
en el cual ha transcurrido algún 
suceso como la cuarta coordenada 
de este suceso junto con las tres 
primeras que determinan el punto 
del espacio en el que tiene lugar 
este suceso. 

El espacio de cuatro dimensiones 
obtenido se llama espacio de Min- 
kowski. Hoy día, un curso cual- 
quiera de teoría de la relatividad 
comienza con una descripción de 
este espacio. El descubrimiento 
de Minkowski consiste en que las 
fórmulas básicas de la teoría de 
la relatividad, las fórmulas de 
Lorents, expresadas en el lenguaje 
de las coordenadas de este espacio 
de cuatro dimensiones, son extraor- 
dinariamente simples. 

De este modo, para la física 
moderna fue una gran suerte que, 
cuando se descubrió la teoría de 
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la relatividad, los matemáticos 
ya habían preparado la geometría 
de varias dimensiones, un aparato 
cómodo, compacto y bello, el cual 
en muchos casos simplifica consi- 
derablemente la resolución de pro- 
blemas. 


$ 2. El espacio de cuatro dimen- 
siones 


Finalmente, como habíamos pro- 
metido, le contaremos a Ud. algo 
de la geometría del espacio de cuatro 
dimensiones. 

Cuando construimos la geometría 
de la recta, del plano y del espacio 
tridimensional tenemos dos posi- 
bilidades: o exponer el material 
mediante representaciones intuiti- 
vas (este procedimiento es caracte- 
rístico para el curso escolar, por 
lo cual es difícil imaginarse un 
texto de geometría sin dibujos), 
o exponerlo analíticamente (el mé- 
todo de coordenadas nos da esta 
posibilidad), llamando, por ejem- 
plo, en el curso de planimetría, al 
punto del plano, par de números 
(las coordenádas de este punto) y 
al punto del espacio, un conjunto 
de tres números. 

Cuando se introduce el espacio 
de cuatro dimensiones, la primera 
posibilidad no existe. No podemos 
emplear directamente representa- 
ciones geométricas intuitivas, pues 
el espacio que nos rodea sólo tiene 
tres dimensiones; sin embargo, te- 
nemos abierto el segundo camino. 
En efecto, hemos definido el punto 
de la recta como un número, el 
punto del plano como un par de 
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números y el punio del espacio 
tridimensional como un conjunto 
de tres números. Por esto, es ab- 
solutamente propio construir la 
geometría del espacio de cuatro 
dimensiones definiendo el punto 
de este espacio imaginario como un 
conjunto de cuatro números. Se 
deberá comprender por figura geo- 
métrica en tal espacio a un cierto 
conjunto de puntos (por cierto, 
igual que en el caso de la geometría 
corriente). Precisemos ahora algu- 
nas definiciones. 


6. Ejes y planos coordenados 


Definición. Se llama punto en 
el espacio de cuatro dimensiones 
el conjunto de los cuatros números 
ordenados ” (z, y, 2, t). 

¿Qué se debe considerar en el 
espacio de cuatro dimensiones como 
ejes de coordenadas y cuántos son? 

Para responder a esta pregunta, 
volvamos brevemente al plano y al 
espacio de tres dimensiones. 

En el plano (es decir, en el espa- 
cio de dos dimensiones), los ejes 
de coordenadas son los conjuntos 
de puntos en los cuales una de las 
coordenadas puede tomar cualquier 
valor numérico y la segunda es 
igual a cero. Así, pues, el eje de 
abscisas es el conjunto de puntos 
de la forma (z, 0), donde z es un 
número arbitrario. Por ejemplo, 
al eje de las ubscisas pertenecen 

D Decimos «ordenado» ya que para 
distinta situación de los mismos números 
en el conjunto de cuatro. números se 
obtienen diferentes puntos; por ejemplo, 
el punto (t, —2, 3, 8) es distinto del 
punto (3, 1, 8, —2). 
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los puntos (1,0), (—3, 0), @ $, 0), 


mientras que el punto (t/s, 2) 
no pertenece. El eje de las orde- 
nadas dei plano es el conjunto de 
puntos de la forma (0, y), donde y 
es un número arbitrario. 

En el espacio tridimensional hay 
tres ejes: 

el eje z es el conjunto de puntos 
de la forma (x, 0, 0), donde x es 
un número arbitrario; 

el eje yses el conjunto de puntos 
de la forma. (0, y, 0), donde y es 
un número arbitrario; 

el eje z es el conjunto de puntos 
de la forma (0, O, z), donde z es 
un número arbitrario. 

En el espacio de cuatro dimen- 
siones, formado de todos Jos puntos 
de la forma (z, y, z, t), donde 
z, y, 2, t son números arbitrarios, 
es propio considerar como ejes 
de coordenadas a aquellos conjun- 
tos de puntos en los cuales una de 
las coordenadas toma cualquier 
valor numérico y las otras son igua- 
les a cero. Entonces, es evidente 
que en el espacio de cuatro dimen- 
siones hay cuatro ejes de coorde- 
nadas: 
el eje x, es el conjunto de puntos 
de la forma (z, 0, ©, 0), donde zx 
es un número arbitrario, 
el eje y, es el conjunto de puntos 
de la forma (0, y, 0, 0), donde y 
es un número arbitrario; 
el eje z, es el conjunto de puntos 
de la forma (0, 0, z, 0), donde z 
es un número arbitrario; 
el eje t, es el conjunto de puntos 
de la forma (0, 0, 0, £), donde £ 
es un número arbitrario, 


12 


En el espacio tridimensional, ade- 
más de los ejes de coordenadas se 
tienen los planos de coordenadas. 
Estos son los planos que pasan por 
cada dos ejes de coordenadas cua- 
lesquiera. Por ejemplo, el plano 
yz, es el plano que pasa por el 
eje y y por el eje z. 

En el espacio tridimensional, en 
Total hay tres planos de coordena- 

as; 

el plano zy, que es el conjunto 
de puntos de la forma (z, y, 0), 
donde z e y son números arbitra- 
rios; 

el plano yz, que es el conjunto 
de puntos de la forma (0, y, z), 
donde y y Z son números arbitra- 
rios; 

el plano zz, que es el conjunto 
de puntos de la forma (z, 0, 2), 
donde z y z son números arbi- 
trarios. 

En el espacio de cuatro dimen- 
siones es natural llamar planos 
de coordenadas a los conjuntos de 
puntos en los cuales dos coorde- 
nadas cualesquiera de las cuatro 
toman valores numéricos arbitra- 
rios y' las coordenadas restantes 
son iguales a cero. Por ejemplo, el 
conjunto de puntos de la forma (z, 
0, z, 0) lo llamaremos plano de 
coordenadas zz del espacio de cuatro 
dimensiones. ¿Cuántos planos de 
este tipo hay en total? 

Esto es fácil de averiguar; ahora 
simplemente escribiremos todos 
ellos: 

el plano zy, es el conjunto de 
puntos de la forma (z, y, 0, 0), 

el plano zz, es el conjunto de 
puntos de la forma (z, 0, z, 0), 
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el plano z£, es el conjunto de 
puntos de la forma (z, 0, 0, t), 

el plano yz, es el conjunto de 
puntos de la forma (0, y, z, 0), 

el plano yt, esel conjunto de 
puntos de la forma (0, y, 0, 2), 
el plano zt, es el conjunto de 
puntos de la forma (0, 0, z, t). 

Las coordenadas variables para 
cada uno de estos planos pueden 
tomar cualquier valor numérico, 
inclusive cero. Por ejemplo, el 
punto (5, 0, 0, 0) pertenece tanto 
al plano zy como al plano zt (¿y 
a qué otro plano?). Fácilmente se 
observa que el plano yz, por ejem- 
plo, “pasa” por el eje y, en atención 
que cada punto de este eje perte- 
nece a este plano. En efecto, 
cualquier punto del eje y, o sea, 
un punto de la forma (0, y, 0, 0), 
pertenece al conjunto de puntos 
de la forma (0, y, z, 0), es decir, 
al plano yz. 

Pregunta. ¿Qué conjunto forman 
los puntos que pertenecen simultá- 
neamente al plano yz y al plano zz? 

Respuesta. Este conjunto está 
formado por todos los puntos de 
la forma (0, O, z, 0), es decir, es 
simplemente el eje z. 

Por tanto, en el espacio de cuatro 
dimensiones existen conjuntos de 
puntos similares a los planos de 
coordenadas del espacio tridimen- 
sional. Estos son scis. Cada uno 
de ellos está formado de los puntos 
que, como los puntos de los planos 
de coordenadas del espacio tridi- 
mensional, tienen dos coordenadas 
que pueden tomar valores numé- 
ricos arbitrarios; las dos coordena- 
das restantes son iguales a cero. 
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Cada uno de estos planos de coor- 
denadas “pasa” por dos ejes de 
coordenadas; por ejemplo, el plano 
yz pasa por el eje y y por el eje z. 
Por otra parte, por cada eje pasan 
tres planos de coordenadas. Así, 
pues, por el eje z pasan los planos 
xy, £z, y zt. Diremos que el eje z 
es la intersección de estos planos. 
Los seis planos de coordenadas 
contienen un punto común, el 
origen de coordenadas (0, 0, O, 0). 

Pregunta. ¿Qué conjunto de pun- 
tos es la intersección de los planos 
xy e yz? ¿zy y 22 

Vemos que el cuadro obtenido 
es totalmente análogo al que se 
tiene en el espacio tridimensional. 
Ahora probaremos hacer incluso 
un dibujo esquemático, que nos 
ayudará a crear una imagen vi- 
sual de la posición de los planos 
de coordenadas y de los ejes de 
coordenadas en el espacio de cuatro 
dimensiones. En la fig. 44 los ejes 
de coordenadas están representados 
par cectas y se muestran los planos 
de coordenadas; tudo esto es exac- 
tamente igual a Jo que se hizo en 
la fig. 31, para el espacio tridimen- 
sional, 

Sin embargo, en el espacio de 
cuatro dimensiones otros conjun- 
tos de puntos que se pueden llamar 
planos de coordenadas. Por cierto, 
esto se podía esperar, pues, en la 
recla sólo se tiene el origen de 
coordenadas; en el plano hay el 
origen de coordenadas y los ejes; 
en el espacio tridimensiónal ade- 
más del origen de coordenadas y 
los ejes, aparecen también los 
planos de coordenadas. Es natural 
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Planos de coordenadas 
bidimensionales 


Fig. 44 


que en el espacio de cuatro dimen- 
siones aparezcan nuevos conjuntos, 
que llamaremos planos de coorde- 
nadas tridimensionales. 

Estos conjuntos formados de to- 
dos los puntos, son tales que tres 
de las coordenadas toman todos 
los valores numéricos posibles y 
la cuarta es igual a cero. Tal es, 
por ejemplo, el conjunto de los 
puntos de la forma (z, 0, z, t) 
donde z, z, £ toman todos los va~ 
lores posibles. Este conjunto lo 
llamaremos plano de coordenadas 
tridimensional zzf. Se comprende 
fácilmente que en el espacio de 
cuatro dimensiones existen” cuatro 
planos de coordenadas tridimen- 
sionales: 

el plano zyz, es el conjunto de 
los puntos de la forma (x, y, z, 0), 

el plano zyt, es el conjunto de 
los puntos de la forma (z, y, 0, £), 

el plano zzt, es el conjunto de 
puntos de la forma (z, 0, z, £), 
` el plano yzt, es el conjunto de 
puntos de la forma (0, y, z, t). 

Además, se puede decir que cada 
uno de los planos de coordenadas 
tridimensionales “pasa” por el ori- 
gen de coordenadas y que cada 
uno de estos planos “pasa” por 
tres ejes de coordenadas (la pa- 
labra “pasa” la empleamos aquí 
en el sentido de que el origen de 
coordenadas y cada uno de los 
puntos de los ejes pertenecen al 
plano). Por ejemplo, el plano tri- 
dimensional zyf pasa por los ejes 
t, yyt 

Análogamente se puede decir que 
cada uno de los planos bidimen- 
sionales es la intersección de dos 
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planos tridimensionales. Por ejem- 
plo, el plano zy es la intersección 
de los planos tridimensionales zyz 
y zyt, es decir, está formado de 
todos los puntos que pertenecen 
simultáneamente a uno y otro 
conjunto. 

Mire la fig. 45, que se diferencia 
de la fig. 44 en que en esta 
última está dibujado el plano de 
coordenadas tridimensional  xyz, 
que representa un paralelepípedo. 
Es evidente que este plano contiene 
a los ejes z, y y 2 y a los planos 
zy, 22 0 y2. 


7. Algunos problemas 


Intentaremos comprender en 
qué sentido se puede hablar de 
la distancia entre los puntos del 
espacio de cuatro dimensiones. 

En los párrafos 3, 6 y 9 del 
capítulo I de este libro demostra- 
mos que el método de coordenadas 
permite deteeminar la distancia 
entre los puntos, sin recurrir a 
representaciones geométricas. . En 
efecto, la distancia entre los puntos 
A(x,) y Bíz,) de la recta se calcula 
por Ja fórmula 


z|. 


p (4, B)=V (E12); 
la distancia entre los puntos A(x,, 


ya) y Blzo, ya)"del plano, por la 
fórmula 


p (4, B)= y mima) t n) 
y, finalmente, la distancia entre 


los puntos A(Z;, Yi 21) y Bltz, 
Ya, 22) del espacio tridimensional, 
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Plano, 
tridimensional 
ES) 


Fig. 45 


por la fórmula 
p (4, B)= 
VA y E 

Es natural definir en forma aná- 
loga la distancia en el espacio de 
cuatro dimensiones, o sea, intro- 
ducir así la siguiente 
definición. 

Se llama distancia entre dos 
puntos del espacio de cuatro di- 
mensiones ÁA(z,, Y1; 21, $) y Blin 
Ya, Zg, lao), el número p(A, B) que 
se calcula por la fórmula 


p (A, B)= 
VO IT a A 
En particular, la distancia entre 
el punto A(z, y, z, t) y el origen 


de coordenadas O(0, (, 0, 0) está 
dada por la fórmula 

p0, 4)=V 244 A Ë. 

Aplicando esta definición, ya se 
puede resolver problemas de geo- 
metría del espacio de cuatro dimen- 
siones, parecidos a los que Ud. re- 
suelve por los manuales de pro- 
blemas y ejercicios escolares. 


Ejercicios. 

4. Demuestre que el triángulo 
con los vértices A(4, 7, —3, 5), 
B(3, 0, --3, 1) y C(—1, 7, - 3, 0) 
es isósceles, 

2. Se tienen cuatro puntos del 
espacio de cuatro dimensiones: 

A(111,1.1, 
Bt, —1, 1, 1), 
Cc(A, 1, 1, —0. 
D(1, —1, 1, —1). 
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Demuestre que estos cuatro pun- 
tos son equidistantes entre sí. 

3. Sean A, B y C tres punlos 
del espacio de cuatro dimensiones. 
Podemos definir el ángulo ABC de 
la siguiente forma. Como sabemos 
calcular la distancia en el espacio 
de cuatro dimensiones, encon- 
tremos p(A, B) p(B, C) y 
p(4, C), es decir, “las longitudes 
de los lados” del triángulo ABC. 
Construyamos ahora en el espacio 
bidimensional ordinario un tri- 
ángulo A'B'C”, de modo que sus 
lados A'B’, B'C” y C'A’ sean 
correspondientemente iguales a 
p(4, B), p(B, C) y p(A, C). 

En este caso, ángulo A'B'C' 
de este triángulo lo llamaremos 
ángulo ABC del espacio de cuatro 
dimensiones. » 

Demuestre que el triángulo con 
vértices A(4,7,—3, 5), B(3, 0,—3, 1) 
y C(1, 3, —2,0) es rectángulo. 

4. Tomemos los puntos 4, B y C 
del ejercicio 1. Calcule los ángulos 
A, B y C del triángulo ABC. 


1 Para que esta definición sea correc- 
ta (tenga sentido, sea válida), como 
dicen los matemáticos, es necesario 
demostrar que en el plano se puede cons- 
truir un triángulo cuyos lados sean 
p (4, B), p(B, C) y p(4, C). Para esto es ne- 
cesario convencerse que cada una de estas 
distancias es menor que la suma de las 
otras dos, o sea, demostrar unas desigual- 
dades bastante complicadas. 
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Fig. 46 


$ 3. El cubo de cuatro dimensio- 
nes 


8. Definición de la esfera y del 
cubo 


Ahora estudiaremos las figuras 
geométricas en el espacio de cuatro 
dimensiones. Por figura geométrica 
(como en el caso de la geometría 
ordinaria) comprenderemos un con- 
junto de puntos. 

Veamos por ejemplo, la defini- 
ción de esfera: esfera es el conjunto 
de puntos que están situados a 
una misma distancia de un punto 
dado (fig. 46). Por analogía se 
puede aplicar esta definición para 
definir la esfera en el espacio de 
cuatro dimensiones; ya sabemos lo 
que es punto y también sabemos 
lo que es distancia entre dos puntos. 
Adaptaremos la definición, tradu- 
ciéndola al lenguaje de los núme- 
ros (como en el caso del espacio 
tridimensional, para mayor sim- 
plicidad, consideraremos una esfera 
con centro en el origen de coorde- 
nadas). 

Definición. Se llama esfera de 
cuatro dimensiones con centro en 
el origen de coordenadas y radio R, 
al conjunto de puntos (z, y, z, £) 
que satisfacen a la relación 


ly 24 2=R?, 

Si se considera no la superficie 
esférica, sino todo el volumen de 
la esfera, entonces es necesario 
reemplazar la igualdad indicada 
por la desigualdad 


Py Por. 
Esta observación se refiere también 
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a los casos bidimensionales y tri- 
dimesionales. 

Veamos ahora algo sobre el 
cubo de cuatro dimensiones. Juz- 
gando por la denominación, ésta 
es una figura semejante al cubo 
tridimensional que Ud. bien conoce 
(fig. 47). También existe en el 
plano una figura semejante al cubo; 
ésta es el cuadrado. Examinando 
las definiciones analíticas del cubo 
y del cuadrado es extraordinaria- 
mente fácil observar la semejanza 
entre ellas. 

En efecto (como Ud. ya sabe 
por el ejercicio 5, apartado 10, 
cap. 1) se puede dar la siguiente 
definición: 

Cubo es el conjunto de puntos 
(£, y, 2) que satisfacen a las rela- 
ciones; 

py ec A 
0<5y<!, (+) 
0<z<1. 


En esta definición “aritmética” 
del cubo ya no se necesita ningún 
dibujo. Sin embargo, ella corres- 
ponde totalmente a la definición 
geométrica de cubo.” 


M Por supuesto, en el espacio existen 
otros cubos. Por ejemplo, el conjunto 
de los puntos que satisfacen a las expre- 
siones —1<z<1, Aysi, —1<1<1 
es también un cubo. Este cubo está 
muy bien situado con respecto a los 
ejes de coordenadas: su centro es el ori- 
gon de coordenadas, los ejes y los planos 
le coordenadas son los ejes y los planos 
de simetría. Sin embargo, para nuestros 
fines es cómodo precisamente el cubo 
determinado por las relaciones (*). Para 
diferenciar este cubo de los otros, lo 
llamaremos unitario, 


AOJ153 st 


e 
o 1 
Figs 47 


Para el cuadrado también se 
puede dar la definición aritmética: 

se llama cuadrado el conjunto 
de puntos (x, y) que satisfacen a 
las relaciones: 


ogzi, 
0<ys<i. 


Comparando estas dos defini- 
ciones es fácil comprender que, en 
efecto, como suele decirse, el cuad- 
rado es el análogo bidimensional 
del cubo. A veces, llamaremos al 
cuadrado “cubo bidimensional”. 

También se puede considerar el 
análogo de estas figuras en el es- 
pacio de una dimensión, en la 
recta. Obtenemos el conjunto de 
puntos z de la recta que satisfacen 
a las relaciones: 


0<r<1l. 


Es evidente que este “cubo de 
una dimensión” es un segmento. 

Esperamos que ahora le parecerá 
absolutamente natural la siguiente 
definición: 

se llama cubo de cuatro dimen- 
siones al conjunto de puntos (z, y, 
z, t) que satisfacen a las relaciones: 


0<I<t, 
0<z<1f, 
0<y<1!, 
0<tEl 


No se preocupen que por ahora 
no hayamos presentado un dibujo 
del cnbo de cuatro dimensiones, 
ya lo haremos más adelante (no 
se asombre que se pueda dibujar 
un cubo de cuatro dimensiones, 
pues, solemos dibujar un cubo 
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tridimensional en una hoja de 
papel plana). Para esto, primera- 
mente es necesario comprender cómo 
está “construido” este cubo y qué 
elementos de éste se pueden dis- 
tinguir. 


9. La construcción de un cubo de 
cuatro dimensiones 


Veamos por orden “cubos” de 
diferentes dimensiones, o sea, un 
segmento, un cuadrado y un cubo 
ordinario. 

El segmento es una figura muy 
simple determinada por las rela- 
ciones 0<zx<1. Acerca del seg- 
mento, quizas sólo se pueda decir 
que su frontera consta de dos pun- 
tos: O y 1. Los puntos restantes 
del segmento los llamaremos in- 
teriores. 

La frontera del cuadrado consta 
de cuatro puntos (los vértices) y 
de cuatro segmentos. Por lo tanto, 
el cuadrado tiene en la frontera 
elementos de dos tipos: puntos y 
segmentos. La frontera del cubo 
tridimensional contiene elementos 
de tres tipos: los vértices, que 
son 8, las aristas (segmentos), que 
son 12 y las caras (cuadrados), 
que son 6. 

Escribamos estos datos en forma 
de tabla que está en la pág. 84. 

Esta tabla se puede escribir 
abreviadamente si se conviene es- 
cribir, en lugar del nombre de la 
figura, el número n, igual a su 
dimensión: para el segmento, n=1; 
para el cuadrado, n=2; para el 
cubo, n=3. En lugar de la deno- 
minación del elemento de la fron- 


ES] 


N omen de la $ 
frontera 4 0 
lá l3 
3/5 
(figura) È 3 3 
as 5 

EREM 
El segmento 2] 
El cuadrado á| 4[— 
El cubo... 8 |12| 6 


tera también se puede anotar la 
dimensión de este elemento: para 
la cara, n=2, para la arista, n=1 
En este caso, es conveniente consi- 
derar el punto (vértice) como un 
elemento de dimensión nula (n=0). 
Entonces, la tabla anterior toma 
esta forma: 


Dimensión de la 
frontera 


Dimensión 
del cubo 


Nuestro fin es completar la cuar- 
ta línea de esta tabla. Para esto, 
examinaremos de nuevo, pero ahora 
analíticamente ”, las fronteras del 


u Es decir aritméticamente. 
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segmento, del cuadrado y del cubo 
(fig. 48) y por analogía intenta- 
remos averiguar cómo construir 
la frontera del cubo de cuatro 
dimensiones. 
La frontera del segmento 
Orsi 
consta de dos puntos: 
z=0 y z=1. 


La frontera del cuadrado 
0s, 0U=<y<! 
contiene cuatro vértices: 
z=0, y=0; z=0, y =i, 
z=i, y=0 y z=l, y=4, 
es decir, los puntos 
(0, 0), (0, 1), (1, 0) y (1,1). 
El cubo 
0x<zr<1Í, 
0<y<t, 
0<1<1Í 
contiene ocho vértices. Cada uno 
de estos vértices es un punto (z, 
y, 2), en el cual z, y y z están reem- 
plazados o bien por un cero o 
bien por la unidad. Se obtienen 
los siguientes ocho puntos: 

(0, 0, 0), (0,0, 1), (0, 1, 0), 
(0,1, 1, (110,0), (1, 0, 4), 
(1,1, 0). (£,1, 4) 

Los vértices del cubo de cuatro 

dimensiones: 
oszi, 
0<y<t, 
0<z<1, 
0<t<1t 


vértices: 
(0000) (011) 
(00,11) (5011) 
(0,4,0,4) (1,108 

(1,9,04) — (141, A 


vértices; 
092,0) 
(0,0,1,0) 
(0,1,0,9) 


(100,0) (1,419) 


Fig. 49 


son los puntos (z, y, z, £) en los 
cuales z, y, z y t están reempla- 
zados o bien por un cero o bien 
por la unidad. 

Tales vértices son 16, porque se 
pueden formar 16 conjuntos de 
cuatro números distintos consti- 
tuidos de ceros y unidades. En 
efecto, tomemos los conjuntos de 
tres números formados por las 
coordenadas de los vértices del 
cubo tridimensional (son 8) y a 
cada uno de ellos le agregamos 
primero el cero y después el uno 
(fig. 49). Por lo tanto, de cada 
uno de tales conjuntos de tres 
números se obtienen dos conjuntos 
de cuatro números y en total re- 
sultarán 8-2=16 conjuntos de cua- 
tro números. Así, como hemos 
calculado los vértices del cubo de 
cuatro dimensiones. 

Pensemos ahora lo que debe 
llamarse arista del cubo de cuatro 
dimensiones. Emplearemos de nue- 
vo la analogía. En el cuadrado las 
aristas (los lados) se determinan 
por las siguientes relaciones (véase 
las fig. 50 y 47): 


0<zr<1, y=0 (arista AB); 
z=1, 0<y<1 (arista BC); 
0<zx<1, y=1 (arista CD); 
z=0, 0<y<1 (arista DA). 


Como vemos, para las aristas del 
cuadrado es característico que en 
todos los puntos de la arista dada, 
una de las coordenadas tiene un 
valor numérico determinado: 06 1, 
y la otra coordenada toma todos 
los valores entre O y 1. 

Veamos ahora las aristas del cu- 
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bo (tridimensional). Tenemos (véa- 
se la fig. 50): 
¿=0,y=0,0<2<1 (arista AA); 
0<1<1, y=0, z=1 (arista 
AB); 
=1, 0<y<t, z=1 
(arista B,C,) 

etc. 

Por analogía tenemos. 

Definición. Se llaman aristas 
del cubo de cuatro dimensiones 
los conjuntos de puntos que tienen 
todas sus coordenadas, a excep- 
ción de una, constantes (iguales 
a 06 1) y la cuarta toma todos 
los valores posibles entre O y 1. 

Ejemplos de aristas: 


1) 2=0, y=0, z=1, 0<t<t; 

20<2<1, y=1, 2=0, tul, 

3)x=1, 0<y<1, 2=0, t=0, 
etc. 


Probemos calcular cuántas aris- 
tas tiene el cubo de cuatro dimen- 
siones, es decir, cuántas líneas 
semejantes se pueden escribir. Para 
no equivocarnos las anotaremos 
en un orden determinado. Primero 
distinguiremos cuatro grupos de 
aristas: para el primer grupo, sea 
z la coordenada variable (además 
0<z<1), mientras que y, z y t 
toman los valores constantes 
0 y 1, en todas las combinaciones 
posibles. Pero, ya sabemos que 
existen 8 conjuntos diferentes de 
tres números de ceros y unidades 
(recuerde cuántos vértices tiene 
el cubo tridimensional). Por ello 
hay 8 aristas del primer grupo 
(para las cuales z es la coordenada 
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variable). Fácilmente se comprende 
que las aristas del segundo grupo, 
para las cuales es variable y y 
no z, también son 8. De este modo, 
queda claro que el cubo de cuatro 
dimensiones tiene en total 4.8= 
=32 aristas, 

Ahora es fácil escribir las rela- 
ciones que determinan cada una 
de estas aristas, sin temor de 
omitir ninguna: 


Segundo, 
grupo: 
0<y<1t 


E eL 


El cubo tridimensional, además 
de los vértices y las aristas, tiene 
también caras. En cada una de las 
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caras varían dos coordenadas (to- 
mando todos los valores posibles 
entre O y 1), mientras que una de 
las coordenadas es constante (igual 
a06 a 1). Por ejemplo, la cara 
ABB A, (fig. 50) está determinada 
por las relaciones: 


0<i<1, y=0, 0<2z<1. 


Por analogía tenemos. 

Definición. Cara bidimensional Y 
del cubo de cuatro dimensiones es 
el conjunto de puntos, para los 
cuales dos coordenadas cualesquie- 
ra pueden tomar todos los valores 
posibles entre O y 1 y las dos res- 
tantes son constantes (iguales a 
061). 

Ejemplo de una cara: 


2=0, 0<y <1, z=1, 0<t<!. 
Ejercicios. 


1. Calcule el número de caras 
del cubo de cuatro dimensiones, 


Indicación. Le aconsejamos primero, 
sin recurrir al dibujo, sino sólo apli- 
çando definiciones analíticas (aritmé- 
ticas), escribir todas las seis líneas de 
relaciones que determinan cada una de 
las seis caras del cubo tridimensional 
ordinario. 

Respuesta. El cubo de cuatro dimen- 
siones tiene 24 caras bidimensionales. 


Ahora podemos completar la cuar- 
ta línea de nuestra tabla (pág. 90). 

Es evidente que esta tabla aún 
no está terminada, en ella falta el 
término derecho inferior. Lo que 
ocurre es que, probablemente, para 
el cubo de cuatro dimensiones hay 

» Més adelante se explicará la ne- 
cesidad que hay de precisar el término 
cara (bidimensional). 
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Fig. 51 


Dimensión de la 
“frontera 

oj1p2]|3 

Dimensión 

del cubo 
1 e e 
2 41 4 -|— 
3 8|12| 6|— 
4 16|32|24| ? 


que agregar una columna más. 
En efecto, en el segmento sólo 
había un tipo de frontera: los 
vértices; en el cuadrado, se aumen- 
taron las aristas; en el cubo, se 
agregaron los cuadrados: las caras 
bidimensionales. Por esto, es de 
esperar que en el cubo de cuatro 
dimensiones, además de los ele- 
mentos de la frontera ya conocidos, 
aparezca Otro nuevo tipo de ele- 
mentos, cuya dimensión será igual 
a tres, 

Probemos encontrarlo. 

Definición. Se llama cara tri- 
dimensional del cubo de cuatro 
dimensiones al conjunto de puntos, 
para los cuales tres coordenadas 
toman todos los valores posibles 
entre 0 y 1 y una es constante (igual 
a 0 ó 1). 

Es fácil calcular el número de 
caras tridimensionales. Estas son 8, 
ya que para cada una de sus cuat- 
ros coordenadas hay dos valores 
posibles: 0 y 1, y tenemos que 
2-4=8. 

Ahora mire en la fig. 51, en la 
cual está dibujado un cubo de 
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cuatro dimensiones. En la fig. 
se ven los 16 vértices, las 32 aris- 
tas, las 24 caras bidimensionales 
(ellas están representadas por pa- 
ralelogramos), las 8 caras tridi- 
mensionales (están representadas 
por paralelepípedos). En la fig. 
se ve bien cuáles son las aristas 
que contiene cada cara, etc. 
¿Cómo se obtuvo este dibujo? 
Piense Ud.. como se dibuja un 
cubo ordinario en una hoja de 
papel plana. Se representa la lla- 
mada proyección paralela del cubo 
tridimensional sobre el plano bidi- 
mensional.' Para obtener la fig. 51 
hicimos primero un modelo espa- 
cial, el cual es la proyección del 
cubo de cuatro dimensiones sobre 
el espacio tridimensional, y des- 
pués dibujamos este modelo, Si 
Ud. tiene manos hábiles, puede 
hacer este modelo. Por ejemplo, 
para esto se pueden: emplear ce- 


1» En el curso de estereometría es- 
tudiará Ud. más detalladamente las 
proyecciones paralelas. Para poder fi- 
urarse lo que es la proyección paralela 
lel cubo ordinario sobre el plano, proceda 
así: haga un cubo de alambre (el armazón 
del cubo) y observe la sombra que ésto 
arroja sobre una 'hoja de papel o sobre 
la pared en un día de sol. Colocando 
este cubo de una forma conveniente, se 
obtiene en forma de sombra el mismo 
dibujo que se ve generalmente en los 
libros. Esta es la proyección paralela del 
cubo sobre el plano. Para obtenerla, es 
necesario trazar por cuda punto del cubo 
una recta paralela a una misma dirección 
(los rayos solares son paralelos entre sí), 
pero no obligatoriamente perpendicular 
al plano. Entonces en la intersección 
con el plano en el cual proyectamos se 
obtiene la proyección paralela de la 
figura. 
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rillas corrientes, sujetándolas con 
bolitas plásticas. (¿Cuántas ceril- 
las necesita?, ¿Cuántas bolitas plás- 
ticas?, ¿Cuántas cerillas habrá 
que hincar en cada bolita?). 

Se puede obtener también una 
representación intuitiva del cubo 
de cuatro dimensiones empleando 
otro procedimiento. Imagínese que 
le pedimos enviar un modelo de 
un cubo tridimensional ordinario, 
Por supuesto, Ud. puede emplear 
el correo “tridimensional”. Pero el 
correo recibe las figuras tridimen- 
sionales sólo en forma de paquetes 
postales y esto es difícil. Por lo 
tanto, es mejor hacerlo así: se 
hace un cubo de papel, después 
se despega y nos envía el patrón, 
o como dicen los matemáticos, el 
desarrollo del cubo. Este desa- 
rrollo del cubo está representado 
en la fig. 52. Como en el dibujo 
están marcadas las coordenadas 
de los vértices, fácilmente se com- 
prende cómo se debe pegar este 
desarrollo para obtener el cubo 
mismo. 


Ejercicios. 


1. Escriba las relaciones que 
determinan cada cara tridimensio- 
nal del cubo de cuatro dimensiones. 

2. Se puede hacer el desarrollo 
del cubo de cuatro dimensiones. 
Esta será una figura tridimensio- 
nal. Evidentemente, estará for- 
mada de 8 cubitos. Si Ud. logra 
hacer o representarse este de- 
sarrollo, haga un croquis del mismo 
y en el dibujo indique las coorde- 
nadas de cada uno de los vértices. 
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10. Algunos problemas en el cubo 


Así, pues, hemos comprendido 
un poco como ha sido construido 
un cubo de cuatro dimensiones. 
Hagamos la prueba de averiguar 
sus dimensiones. La longitud de 
cada una de las aristás del cubo 
de cuatro dimensiones, así como la 
del cuadrado y la del cubo ordi- 
nario, es igual a la unidad (por 
longitud de la arista comprendemos 
la distancia entre los vértices que 
pertenecen a esta arista). No sin 
razón hemos llamado a nuestros 
“cubos” unitarios. 

1. Calcule las distancias entre 
otros vértices del cubo que no 
pertenecen a una misma arista. 
(Elija, para esto, uno de los vér- 
tices; el mejor de todos es el vértice 
(0, O, O, 0) y calcule las distancias 
a todos los restantes. Ya conoce 
la fórmula para calcular la distan- 
cia entre dos puntos, ya sabe las 
coordenadas de los vértices; por 
esto, no queda más que efectuar 
unas operaciones sencillas). 

2. Una vez resuelto el problema 
1, Ud. verá que todos los vértices 
se pueden dividir en cuatro grupos. 
Los vértices del primer grupo están a 
la distancia 1 del vértice (0, 0, O, 0); 
los vértices del segundo grupo, 
a la distancia 2; los vértices del 
tercero, a la distancia V3 y los 
del cuarto, a la distancia V 4=2. 
¿Cuántos vértices de cada grupo 
tiene el cubo de cuatro dimensio- 
nes? 

3. El vértice (1, 1, 1, 1) es el 
que está a la mayor distancia, 
igual a 2, del vértice (0, 0 0, 0). 
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Este lo llamaremos vértice opuesto 
al vértice (0, 0, 0, 0) y al segmento 
que los une, diagonal principal 
del cubo de cuatru dimensiones. 
¿A qué llamaremos diagonal prin- 
cipal de los cubos de otras dimen- 
siones y cuáles serán las longitu- 
des de sus diagonales principa- 
les? 

4. Imagínese ahora que tenemos 
un cubo tridimensional hecho de 
alambre y en el vértice (0, 0, 0) 
se encuentra una hormiga. Luego 
para ir de un vértice a otro la hor- 
miga, deberá caminar por las aris- 
tas. ¿Cuántas aristas recorrerá la 
hormiga para ir desde el vértice 
(0, O, 0) hasta el vértice (1, 4, 1)? 
Por tres aristas. Por esto, llama- 
remos al vértice (1, 1, 1), vértice 
de tercer orden. Desde el vórtice 
(0, O, 0) hasta el vértice (0, 1, 1) 
el camino por las aristas está 
formado por dos eslabones; tal 
vértice lo llamaremos vértice de 
segundo orden. En el cubo hay 
también vértices de primer orden, 
a los cuales puede llegar la hormiga 
recorriendo una sola arista. Estos 
vértices son tres: (0, 0, 1), (0, 1, 0) 
y (1, 0, 0). El cubo tiene también 
tres vértices de segundo orden; es- 
criba sus coordenadas (problema 4a). 
Hacia cada uno de los vértices 
de segundo orden, desde el vértice 
(0, O, 0) parten dos caminos forma- 
dos por dos eslabones; por ejemplo, 
al vértice (0, 1, 1) se puede llegar 
pasando por el vértice (0, 0, 1) 
o por el vértice (0, 1, 0). ¿Por 
cuántos caminos de tres eslabones 
se pueden llegar desde un vértice 
al opuesto (problema 4b)? 
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5. Toma un cubo de cuatro 
dimensiones con centro en el origen 
de coordenadas, es decir, un con- 
junto de puntos que satisfacen a 
las relaciones: 


—1S<I<1, —1<2<1, 
ysi, Ati. 


Encontrar las distancias entre el 
vértice (1, 1, 1, 1) y todos los 
vértices restantes de este cubo. 

¿Qué vértices serán de primer 
orden con respecto al vértice 
(1, 1, £, 1) (es decir, a que vértices 
se puede llegar pasando por una 
arista)? ¿Qué vértices serán de 
segundo orden? ¿de tercero? ¿de 
cuarto? . 

6. La siguiente pregunta puede 
servir para controlarse Ud. res- 
pecto al cubo de cuatro dimensio- 
nes: ¿Cuántos caminos de cuatro 
eslabones hay, desde el vértice 
(0, O, O, 0) de este cubo hasta el 
vértice opuesto (1, 1, 1, 1), si se 
va por las aristas del cubo de cuatro 
dimensiones? Indique detallada- 
mente «el recorrido para cada uno 
de los caminos, señalando ordena- 
damente Jos vértices por los que 
hay que pasar. 

7. Si un cubo tridimensional 
ordinario intersecase con un plano, 
entonces en la intersección se ob- 
tiene naturalmente una figura pla- 
na; la sección del cubo. En la fig. 53 
están indicadas las secciones que 
se obtienen al intersecar el cubo 
con planos perpendiculares a la 
diagonal principal. Este cuadro 
se puede representar de otra forma: 
el cubo se mueve “a través” del 
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Intersecciones 
cubo tridimensional. 


Intersecciones 
del cubo bidimensional 
con el plano unidimensional 


Fig 54 


Fig. 55 


Fig. 56 


plano, intersecando sucesivamente 
en el plano diferentes secciones. 
Análogamente, si se mueve un 
cuadrado (“cubo bidimensional”) por 
una recta (“plano unidimensional”) 
perpendicular a la diagonal prin- 
cipal, primero intersecará en la 
recta un solo punto; después, este 
punto se transformará en un seg- 
mento que durante el movimiento 
del cuadrado al principio se alar- 
gará (¿hasta qué longitud?) y des- 
pués se acortará hasta transformarse 
nuevamente en un punto (fig. 54). 
Continuemos la analogía en el 
otro sentido: supongamos que un 
cubo de cuatro dimensiones pasa 
por un espacio tridimensional; en- 
tonces, en el espacio tridimensional 
deben aparecer  figuras-secciones 
tridimensionales del cubo de cuat- 
ro dimensiones. Evidentemente, 
éstos serán unos poliedros. Haga 
la prueba de imaginarse qué fi- 
guras se obtendrán, si el cubo de 
cuatro dimensiones pasa por un 
espacio tridimensional, perpendi- 
cular a su diagonal principal. 


Indicación. No esperamos que Ud. 
haga una solución rigurosa de esto pro- 
blema; es necesario intentar resolverlo 
sobre todo por analogía con los casos 
tridimensional y bidimensional. Sin em- 
bargo, se puede hacer la prueba de dar 
una demostración exacta para lo cual, 
por supuesto, habría que precisar la 
definición (por ejemplo, sería necesario 
pensar en lo que significa espacio tridi- 
mensional, perpendicular a la diagonal 
principal). 

Las respuestas a los ejercicios 1 y 2 
están dadas en las figs. 55 y 56, respec- 
tivamente. 


